TEORIA DO CONTROLE E SIMULACAO FiSIcA

Aluno: Erick Talarico
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Introducao

A motivagdo para essa iniciacdo cientifica veio do trabalho de Jos Stam em controle de
simulacdo de fluidos [1], com o objetivo de melhorar a base cientifica do aluno pelo
aprendizado de uma forte ferramenta tedrica, a teoria do controle, junto com uma aplicacdo
em simulacao cientifica.

A teoria do controle

A teoria do controle é vastamente utilizada em engenharia e com possiveis aplicagcdes
importantes em outras dreas da ciéncia. A teoria do controle serve para o estudo de sistemas
regidos por equacdes diferenciais, sobre as quais temos influencia através de alguns
parametros escolhidos. Isso se traduz na equacdo diferencial por ter, alem das varidveis de
estado, parametros que podemos controlar a cada instante.

Essa teoria € assim uma formalizacdo de fendmenos influenciados por forcas externas.
Por exemplo, o voo de um avido depende em parte da sua aerodindmica, e em parte das
dire¢des que damos ao leme e do aileron.
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Capitulo I: Conceitos basicos

Introducao

A teoria do controle estuda como um sistema evolui no tempo submetido a uma
influencia externa.

Conceitos e notaciao

Sistema € o nome que usamos para nos referirmos ao problema de controle, ou seja, ao
conjunto das varidveis e restri¢oes.

Chamamos de varidveis de controle aquelas que representam a influencia externa sobre
o sistema. As varidveis de estado sdo aquelas cuja evolucdo desejamos controlar.

A questdo bdésica da teoria do controle ¢ como podemos influenciar as varidveis de
estado através das varidveis de controle para alcancar um estado desejado. Por exemplo, na
economia de um pais interessa ao governo manter as taxas de inflacdo em certo nivel, e o
mesmo dispde de certos recursos, emissdo de notas, leis, tarifas, para tal; assim, a inflagdo € a
variavel de estado e o controle sao os recursos dos quais o governo langa mao.

Como, em geral, a influéncia externa sobre o sistema € limitado, as varidveis de controle
sdo submetidas a restri¢des.

O conjunto de valores que queremos que as varidveis de estado atinjam é o conjunto
objetivo, mira ou target. Podemos nos referir a um target num instante determinado, quando
queremos que as varidveis de estado tenham alcangado o conjunto objetivo num instante
determinado; ou nos referimos a um target num tempo mensuravel, o que chamamos também
de problema de horizonte infinito.

Em geral a dindmica do sistema e representada por uma equacao diferencial :

x= f(x(@),u(t),t)
x(t,) = x,
xe R" =varia'veis de estado

ue R" =varia'veis de controle

Obs.: Omitiremos a notagao usual de vetor quando escrevermos as varidveis de estado e
de controle para ndo ficar exaustivo, mas fica subentendido desde ja que essas grandezas sdo
vetores, ou seja, n-uplas ordenadas de varidveis.

Dizemos que um controle € bem sucedido se leva as varidveis do estado inicial ao target

set 7(t,) ou T = U, 7T (t), dependendo se tratamos de problema com instante final

determinado ou de horizonte livre.
O conjunto de estratégias u(®) que conduzirdo o sistema ao conjunto target denotamos

por Aou A,l . E, portanto, o conjunto dos controles bem sucedidos.

Podemos também nos questionar sobre a controlabilidade: conjunto controlavel [1 é o
conjunto de estados iniciais que admitem ao menos uma estratégia bem sucedida (A #@).

Obs.: Ja que lidamos com um sistema de equagOes diferenciais ordindrias, alguns
autores incluem uma discussdo sobre a estabilidade das solugdes de tais sistemas de equacoes.
Sao conhecidas as condicdes de estabilidade de Liapunov.

Para o problema de controlabilidade definimos:
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* Conjunto controlavel

As duas principais questdes da controlabilidade sdo descrever C(t,) e saber como C(#))
varia mudando o conjunto de controles admissiveis.

Obs.: seria interessante (embora nem sempre seja verdade) que 7 — C, pois isso
significa que existe um controle que trard o sistema de volta ao target caso alguma
perturbacdo retire-o do mesmo. Isso tem importincia fundamental, visto que a teoria do
controle € usada em aplicacdes praticas, quando surgem imprecisdes e perturbacdes
inesperadas.

Também € interessante que C seja um conjunto aberto pois no mundo real ndo existem
fronteiras exatas nem somos capazes de medi-las precisamente. A situa¢do mais favoravel é
C=R".

Quanto a estabilidade, € interessante que o problema seja estavel quanto as varidveis de
controle, pois, novamente, no mundo real ndo somos capazes de posicionar o sistema no
estado inicial de forma exata.

* Reachable set at time 7, : K(¢,;x,) (conjunto alcan¢dvel no instante #,)

O conjunto de todos os pontos atingiveis num dado instante usando-se todas as
estratégias de controle u(®)e U,,.

* Reachable cone RC(x,)
é o conjunto de todos K(x,), t, 1, associados cada ao seu respectivo instante 7, . E o
conjunto {(t, K(t;x,))e Rt > to}

7z

Veremos que o estudo de C(#;) é andlogo ao estudo de K(t,;x,) se mudarmos a
varidvel de tempo ¢ =t —t, pois assim para t=t,,f' =0 e para =0, ' =1, e a evolugdo do
sistema se dard ao reverso.

Agora, além de estudar o conjunto controldvel C e o conjunto de controles bem
sucedidos A, quando aplicamos a teoria do controle queremos decidir afinal qual controle
usar em nosso sistema e para tal escolha usamos um critério, uma preferéncia: aquele que
gasta menos energia ou que leva o menor tempo para alcangar o target, e assim por diante.
Matematicamente isso se expressa na forma de um funcional de custo (também chamado de
critério de desempenho), o qual queremos minimizar.

Obs.: Considerando A = Uflzto At1 e C= Urlzto C(t,) para cada u(e) e x, teremos um

t, correspondente para atingirmos 7 ; logo ¢, serd fungdo de u(®) e x,.

Caimos entdo em um problema variacional e nos interessa saber sobre a existéncia e
unicidade de um controle 6timo e como achd-lo. Temos t ambém a questdo ndo
imediatamente matemdtica da implementacdo do controle escolhido.

No funcional de custo podemos expressar varios interesses e até pondera-los.

Obs.: assuntos relacionados

* equacdes diferenciais ordindrias

* teoria dos jogos:
A aplicacdo da teoria dos jogos leva em consideracdo um Target set que varia com o
tempo 7 (t) ou, ainda, um controle ou estado que sdo afetados pelo interesse do oponente que

quer nos impedir de atingir nosso objetivo.
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* calculo variacional: ferramenta bdsica para se determinar o controle 6timo.

* controle estocdstico:
As vezes ha influencia de uma funcdo distribuicio de probabilidade no sistema
(predeterminada e sobre a qual ndo temos controle).

X = f(x’u(’)7 g()’t)

» efeitos observacionais:

Por vezes, ndo somos capazes de medir diretamente os valores das varidveis de estado
do sistema, mas podemos observar efeitos dessas varidveis, efeitos esses que mantém relacao
conhecida com as varidveis de estado. Nesse tipo de problema o caso mais favordvel é aquele
em que as varidveis observaveis e as varidveis de estado sdo relacionadas entre si por uma
matriz constante no tempo:

X=Ax

* time lags (efeitos retardados):
Alguns fendmenos ndo possuem uma dinamica instantdnea, mas os efeitos daquilo que
ocorre em um dado instante demoram um certo tempo para se pronunciarem.

x= f(x(t),u(t),t,x(t—7),u(t—1))

* memdria:
Em alguns sistemas o que acontece num instante influencia os demais instantes
(anteriores e posteriores)

X=M(,1) f(x(),u(),r)

* Dynamic Programming (programacao dinamica):

E uma aplicagio direta da teoria do controle para simulacdes computacionais. A
programacgdo dindmica € muito util visto que os problemas de controle podem ficar muito
complexos quando adicionamos muitas varidveis, o que torna a resolu¢do impossivel sem
computador. Nessa abordagem, grosso modo, divide-se o tempo em intervalos tdo pequenos
quanto se queira e o computador resolve o problema de controle (em geral, problema de

controle 6timo) em cada intervalo ordenadamente, avangando no tempo desse modo.
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Capitulo II: Controlabilidade

Introducao

Aqui nos questionaremos quanto a descricdo de C (ou de C(¢,)) e quanto a mudanga de
C se mudarmos a classe de controle.

Desenvolvimento

Esse primeiro teorema € importante pois garante que pequenas perturbacdes sobre o
sistema em qualquer dire¢ao pode ser compensada por um controle correspondente.

Teorema1:1 O€ int(C) & C aberto

Observacao: 2 O teorema acima vale se admitirmos
X = f(x,u) com f continuo em

relacdo a x(0) =x, e C conexo por linhas.

Demonstracao: 3
17:

Oc C poisse x(0)=0.. x(0)e T e0e C(t=0)C

Alem disso se C aberto e O C = 0 e int(C )(por defini¢do de conjuntos abertos)

2°:

supondo e > 0 talqueB(0, &) < C(isto e,0 € int(C))
se x, € C = 3t, tq. x(t,;x,,u(.)) = 0
seja B(x,,0) com d > 0 suficientemente pequeno.Como f (x,u) e’ C’ em relacdioaxeau:
x, € B(x,,d)implica que
x, = x(t,;x,,u(.)) € B(0,€).
Como B(0,€) c int(C), enfdo x,eC
=3Ju'()el,, tq. x(t,;x,u" () =0
Resumindo, Vx, € C 36 > 01q. B(x,,0) c C
= C aberto.

Em seqiiéncia, mostramos que para a classe de problemas de controle lineares
autdbnomos, o conjunto controldvel é bem comportado, isto €, tem uma geometria favordvel a
resolucao do problema. Em realidade as propriedades que serdao mostradas para essa classe em
particular de sistemas de controle podem ser estendidas para outras classes, mas a
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demonstracdo requer recursos que ainda nao foi explorado nesse texto. No terceiro capitulo
faremos essa extensao.

Teorema 2: 4 Para uma dindmica descrita por um sistema de equacoes diferenciais
lineares autonomas (LA): C é simétrico e convexo.

Demonstracao: SPara entender isso devemos primeiro saber como é o formato da
solugdo geral de um sistema desses:

¥=A-X+B-ii

A solugdo é:
x(t; xy,u()=X(1)- X0 X, + X (1) J-;X_l(s) -B-u(s)ds

X(t)=matriz fundamental, cujas colunas formam base do espaco solucdo do sistema
homogéneo associado (o sistema de equagdes diferenciais sem os termos de controle).

x, € C e 3, Iu()x(t,;x,,u()) =0

Pela forma da solu¢do do sistema podemos inferir que a condi¢c@o necessdria e suficiente
para isso ocorrer €

X, ==X (0)- ['X"'(s) B-u(s)ds
Desse modo, se x, € C(t,)

= 3u() 9. x, ==X (0)- ['X " (5)- B-u(s)ds
:cﬁ0=+xmyﬂx*uwaums

=—meﬂx*uy3mmu»w
= (—x,) € C(t,) = C sime'trico.
se Xq,,Xy, € C(t,) =

u,(s)+u,(s) s
2

Xo; + Xop

2

Entdo C(t,) é convexo.
Mas se x, € C(t,) e x, € C(t,),t, > t,? Temos que x, € C(t,) , pois

u (1),0<r<t
ul(t):{l() :
0,1, <t<t,

=-X©0)-['X"(s)- B
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:szze Cit,)cC

Entao C convexo.
Observacio: 6 Assumimos na demonstragdo que I = u(t);te R Leu()eU m}

fosse convexo, simétrico e que 0 I' .Na realidade a condi¢cdo suficiente para esse teorema é
co(I') ser convexo, simétrico e 0€ co(I') (co(X) é o fecho convexo do conjunto X). Isso se

deve ao Principio Bang-Bang, que serd visto mais adiante.

Mostraremos agora um resultado mais prético para se estudar o conjunto controldvel.
Com o teorema seguinte poderemos realmente prever, usando cédlculos, se o Target estd no

interior do conjunto controldvel.

Teorema 3: 7 Seja:
M =[B,AB,..A""'B]

A=nXn
B=nxm

Assim: posto(M)=n < Oe int(C)
Demonstracao: 8
17:
Supondo posto(M)<n
=3heR"tqg.h" -A™"-B=0Viel,...n
Seja o polindmio caracteristico de A:
P(A)=det(A—A-1)
Pelo teorema de Cayley-Hamilton a prépria matriz A satisfaz seu polindbmio
caracteristico: P(A) = 0

= A" = Zn:al. AT
i=1

se isolarmos A" na equagao do polindmio.

:>A”-B=Zn:ai-A"‘1-B

i=1

:>hT-A"-B=Zn:ai-hT-Ai‘l-B=Zf)=(3
i=1
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Também:
A"-B=Ya-A"-B
i=1

A””~B=Zn:ai-A"-B

i=1

n—1 _ _
h'-A"™.B=Ya -h"-A"-B+h"-A"-B=) 0+h"-A"-B=0
i=1
=h"-A*-B=0VkeN.
o 71T k  k
:hT-eA’-BzzhA—tB:OVte R,.
= K
Se x, € C(t))

Entao:

X, ==X (0)-['X(5): B-u(s)ds
= —J.O[le_As -B-u(s)ds
=0 x,==['h" e Bu(s)ds=0=h Lx,
Assim Vx, e C(t,), x, € subespaco de dimensdo menor que n, assim ndo existe 0 >0 tal

que B(0,8)  C(1,) = 0 ¢ intC(t,) .
Do mesmo modo, Ve Rj)e intC(t) .

~0¢ int(C)

27
Supondo O¢ int(C)

h#01q.Vx, e C
<h,x,>=0

= parate[0,t], J.Otl —h" e -B-u(s)ds=0

T

= h" e -B=0nointervaloz € [0,t,]

. ) T -A N .
Pois se em algum intervalo I c [O,Il] h -e™-B# 0, entao existiria

u()tg.h' -e* -B-u(s) # 0 Seria simplesmente: U, (f) = Sgn(hT e ‘B),.
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Como conseqiiéncia da equacdo Erreur ! Source du renvoi introuvable.:
Parat=0: h"-B=0

Se diferenciarmos: A" -A-e™ -B=0

Em t=0 teremos h' -A-B=0.

E assim por diante: 4" -A*-B=0,ke N

= posto(M ) < n, pois Jh # 0 ortogonal a todas as colunas de M.

Observacao: 9 Controlabilidade independe da base:

x=Ax+ Bu

Se y=P-x e w=Q-u,comP e Q ndo singulares.

P'y=AP'y+BQ'w
y=PAP'y+PBQ'w
posto(M ') = posto[PBQ™',PAP"'PBQ™",...,PA"'P"'PBQ ' =
posto(P[B, AB,...,A"'B1Q™") = posto[ A, AB,..., A" "'B] = posto(M)

Ou seja, a dimensdao do espago controldvel € 0 mesmo em ambos os sistemas de
coordenadas. Assim, uma mudanca de coordenadas mantém a natureza do conjunto
controldvel.

Os préximos teoremas dizem respeito a estabilidade de um sistema, ou seja, em que
condic¢des a atuacdo das varidveis de controle € suficiente para dirigir as varidveis de estado
para o Target.

Uma analogia boa € a seguinte: alguém tenta empurrar uma pedra pesada morro acima.
Se esse morro tem forma de paraboldide concavo, quanto mais afastada do cume a pessoa
comecar a empurrar a pedra mais dificil serd. Se a pessoa comecar de um ponto
suficientemente afastado, ela ndo tera forca necessdria para empurrar a pedra.

Teorema 4: 10  Consideremos o sistema linear auténomo (LA), supondo

posto(M)=n.Se Re(A) <0 para todo A autovalor de A, entdo C=R".

Demonstracio: 11 Como posto(M)=n 38 >0 tq. B(0,0)cC.

Usando u(t) = 0 o sistema x = Ax € assintoticamente estavel, pois Re(A) <0 para todo
A . Desse modo Vx,e R",3re R, tq. x(t;xo,())e B((), J) ,ou seja, existira controle bem

sucedido. Como isso vale para qualquer 6 >0, R"cC=R"=C.

Teorema 5: 12
Consideremos, novamente (LA).

C=R" & posto(M) = n e Re(A) < OparatodoautovalorAdeA.

Demonstracao: 13 1°:
Se posto(M)=n e Re(1)<0Viel,..,n.
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Supomos que Fb#0 e a>0 tal que < xo,l; >< o, Vx, € C .Tentaremos achar uma

contradicdo, ja que essa suposi¢ao significa que o conjunto controlavel é limitado por um
hiperplano.

x,€ C=3t, eu(.)1q. x, = —lee_As -B-u(s)ds
b" ‘X, = —J?bT e . Bu(s)ds<a
O que tentaremos mostrar, no fim, é que:

limsup {7 jtle e B-u(s)ds,u(.)e U, }: oo
1§—>%0 0

Chamaremos ¥(t)=b"e ™B.
Se u,(t) =—sgn(v,(t)) temos esse valor maximo:

m

b x, = supLLﬁbT e B-u(s)ds;u()e U, }= +L[12‘vi(s)‘ds
i=1

L 2 . o
Agora é s6 mostrar que lim, —oo _[0 Zi=1|v,-(s)|ds = oo, Para tal , vamos supor, ao

contrério, que esse limite converge:
I~
lim j Z|Vi (s)|ds =LeR,
t,—>00 0 £
1 i=1
Nesse caso, poderiamos construir uma funcdo ¥ : R - R

w(t) = tllgnoo LtliZ::|vi(s)|ds, 1q.

w(0)=Lelimy()=0.

[ —o0

Derivando:



Departamento de Matemdtica

wt+h)—y()
h

limzl—>oo (J;Iihg|vi(S)|ds _ J':l g|vi(S)|dS)
h

y(t) =lim,

=lim, .

_[I+h§|vi (s)|ds

= lim,_, i

=)

Porém, ao mesmo tempo, aplicando o operador derivada a v(¢) através do polinémio
caracteristico da matriz A teremos:

P(=D)v(t) = P(-D)b"e B =b" -(P(=D)e™)-B=b"P(A)e *B=0
= P(=d/dt)v,(t) = O0Viel,...,m.

Disso teremos m equagdes desinenciais lineares, as quais , por serem da forma do
polindmio caracteristico da matriz A, t€m como solu¢do uma combinagao linear de termos
-At . c A Lo ~
p,(t)-e " ,emque p,(t) éum polindmio de grau no maximo n, e 4 sdo os autovalores de
A. Mas como Re(A,) <0 por hipétese, entdo — Re(A) >0, de modo que pelo menos para um i
At
1

—Re(A,) >0 e asolugdo correspondente p,(t)-e " explodird para +oo ou —oo. Assim:

limt_m|vi (t)| =+o0 =lim _, ZZJvi (t)| = +oo
= lim,_, Y (t) =+ #0, 0 que € um absurdo pois contradiz a constru¢do da fun¢io y .

Em conclusao dessa primeira parte da demonstragdo, se posto(M)=n e todos os
autovalores de A forem 4, <0, entdo ndo existira nenhum hiperplano limitador do conjunto

controlavel. Assim C =R".
27
Agora suporemos que posto(M)<n ouque Ji tq. Re(4,)>0.
Primeiro, se posto(M) < n, entdo, como ja visto 3h #0 tq. Vx,€ C,h" x,=0

= C < hiperplano ortogonalah = C#R".
Se Re(A,)>0 paraalgum iel,...,n:

x=Ax+Bu
A=PJP "' e y=Px
= y=PAP"'y+ PBu
= y=Jy+PBu

Onde J € a forma de Jordan da matriz A:

11
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J, 0 ..
a1 0
0 .12 ......... O /1[ 1 .........
0 0 ... onde,J,=| 0 0 A .........
......... A1
J 0 i
A N G 0 A
0 J

J,; tem tantas colunas quanto for a multiplicidade algébrica de A,.

Podemos tomar sem perda de generalidade que para i =n Re(A4,)>0. Af a dltima linha
da forma de Jordan da:

v, =4y, +wemquew, = {PBu}i

Como estamos usando controles limitados |ul| <k, k>0, e consequentemente existird

k >0 tal que |wi| <k . Se escolhermos uma posicdo inicial suficientemente longe do ponto de

equilibrio (o target) do sistema a instabilidade do mesmo fard com que ndo exista controle
capaz de trazer as varidveis de estado de volta para o target, veja:

Para Re(y,) > k/Re(A,) :
Vo =AY, W, = 4,0, —kIA) w, +k
= Re(3,) = Re(A,(y, —kIA))+ Re(w, +k) >0
= Re(y,(1))>0,Vu()e U,
= Re(y, (t)) > Re(y,(0)) = ndoexister >01q.y, () =0
=vVu()e U, y(t;y,.u()) #0,Vie R,
=y, eCl=>x,¢C

Teorema (Bang-Bang Principle):14 Se I' c U, qualquer compacto = C. convexo e
simétrico. E se co(T )=co(T" ) = C.(t,) = Cr, )V,

Esse teorema tem como conseqiiéncia que o conjunto controldvel de uma classe de
controle Bang-Bang (s6 permitido u,(f)=0ou=max) é o mesmo da classe geral de
controles. Isso por que a segunda situacdo equivale a I'=[-max;max]", enquanto que a

primeira equivale a I" = d[—max; max]" .

Conclusao

Fizemos entdo um estudo superficial dos principais aspectos sobre os conjuntos
controldveis. Vimos quando tal conjunto tem caracteristicas geométricas favordveis. Depois
abordamos célculos que podemos fazer para prever o comportamento do conjunto.

12
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Capitulo II1: Controles extremos

Teorema 1: 15 K(¢,;x,) é convexo, simétrico, compacto e continuo emte em x, se I'

convexo, simétrico e compacto

Demonstracao: 16

t
x(t;xy,u(.) = e x, + IOeA(’_S)Bu(s)ds
Se x,,x, € K(t;x,) com os controles u,(.) e u,(.), respectivamente. Entdo:

A 4 _s A 4 _s
e"x, +J-OleA(’ Y Bu, (s)ds +e""x, +J-OleA(’ Y Bu, (s)ds

_x1+x2 _

} 2 2
A t o U () Fu,(s

—e ’1x0+j01e/*<’ ’B—l( )2 2 )ds

Como I" € convexo,

u,(s)+u,(s) el

= x,€ K(t;x,)

. . . . ~ At
Provaremos, agora, a simetria do conjunto alcangdvel em relagdo a e - x;. No caso de

x, =0, essa simetria é em relacdo a origem.

Se e*'x,+x € K(t,;x,)

' 12 '
=x = IoleA(’_s)Bu (s)ds
At ' At 0 A(t—s '
e 'x,—x =e x, +J.Oe 9 B(—u )(s)ds,
A .
=e"x, —x € K(t,;x,)

Repare a necessidade de simetria de I" em relacdo a origem.
Agora devemos mostrar que:

Vh#03a>01tq. < h,x(f) >< o, Vte Reu()e U,

Ou seja, que para todo /1 existe u'(.)e U src tal que

3
e x, + IOeA(’_S)Bu(s)ds = max h'x(1).
u(.)eum

13
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Isso serd mostrado mais adiante no texto, mas usaremos esse fato como argumento

aqui.

Observacao: 17 U ;.. € a classe de controle Bang-Bang piecewise constant, constante

por partes e que s6 € admitida a assumir os valores 0 ou max.

max

t ' '
Assim, se w(QEU,, h x(t) =a>0 ese x étal que Mx =a. Supomos que existe

6 >0 tal que B,(x,0) c K(t,;x,)

Porém dado um vetor unitdrio na dire¢ao x : x

x+e-%eB,lg<1
, o , x ,
W (x+e-x%)=h"x +hT"—,>th =
x|

O que é um absurdo, pois significa que (x +£-%)¢ K(#,;x,) , apesar de termos
assumido que B, < K(7,;x,) . Concluimos, entdo, que ndo existe J tal que
B,(x,8) c K(t,;x,) . Logo, K é fechado e limitado.

Por fim, resta provar que K € continuo com relagdo a t:

vt — K(t;x,)
Seja, w(t,) = K(#,;x,)
w(t, +90)=K(t,;x,)
Dado x(t,; x,,u (\)) = x,
x(tz;xo,u'(.))zx2
u (1),0<t<t,

talqueu (7) =
1 u(t),t, <t<t,

= ||x2 - X, || < sup <

u(‘)ellm

—t t —S
o2 1)x1 +J 242 )Bu(s)ds
q

A(t,—1
<le 2 1)x1

+ Sllp
u(‘)el,{m

It2eA(t2_s)Bu(s)ds
1

A soma acima ‘e limitada, logo :

Ve>0,30>01q.1, <t, +9 ..

||x2 —x1||S eA(tz_tl)x1 + sup <&

u(.)eUm

~[tzeA(IZ_S)Bu(s)ds

1

Ousejalt, =1, IS5 = |x, —x < e
||K(t; X,); K(t+9(&,1);x, )||H < &, em que ||°||H ¢ a métrica de Hausdorff

= W/(t)continuo em t.

14
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Teorema 2: 18

Ju()e U, tq. x(t,;x,,u(.)) = 0 = existe controle Gtimo de tempo.
Observacao: 19 20A hipotese do teorema acima equivale a afirmacdo que existe um
controle bem sucedido, ou seja, um controle que leve as varidveis de estado ao Target.

Observacao: 21Controle otimo de tempo é, se existir, um controle que leva as
varidveis de estado ao Target em um tempo minimo.

Demonstracao:
22 1° Se Oe 0K(1,;x,), entdo (em LA)

0¢ K(t,—5;x,))VI>0e
Oc K(1,+ 8;x,)V5 >0

= t, é tempo 6timo, e o controle associado a ele € controle 6timo.

20
Como y/(t) = K(t;x,) € continuo em t e "crescente", ou seja,

K(t,;x,) D K(t;x,) sset, 2t,,
E como y(0) = {xo} . Se assumirmos Oe int(K(t;x,)):
36>019.0€ 0K(t, - 5; x,)

E, nesse caso, t =t, —0 serd tempo 6timo.

Corolario: 23 Se hd controle bem sucedido para x,, entdo existe controle bang-bang

por partes que seja otimo no tempo.

Demonstracao: 24 K,,,. = K (principio Bang-Bang), assim a existéncia de u(.) étimo
em U, implica na existéncia de u(.) 6timo € U gy .
Facamos uma pausa para definir controles extremos.

Definicao: 25 Controles extremos sdo controles que fazem as varidveis de estado
pertencer em cada instante “a fronteira do conjunto K(t). Em linguagem matemdtica:

u(.)e U, extremo para x, < V't > 0,x(t;x,,u(.)) € 0K (t;x,)

15
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Teorema 3: 26 u(.) é controle otimo = u(.) é extremo.

Demonstracao: 27 Se o tempo otimo é t, e o Target for a origem, entdo existe u'(.) tal
que:

x(t;x,,u'()=0

1()

Primeiramente mostremos que 0€ 0K (1,5 x,) .

Supomos que ndo, ou seja, SUupomos que Oc int(K (t5%,))

=38 >01q.0€ int(K(t, - 5); x,)

Jaque y(t) = K(y;x,) € continuo.
Desse modo, ¢, ndo seria 6timo, pois existiria controle bem sucedido em #, — . Mas

isso € um absurdo pois contradiz a hipétese. Concluimos que Oc oK (t5%,)
Falta provar que x(t;x,,u’(.))€ 0K (t;x,)VO<t <t,.
Supondo que x" = x(t";x,,u’(.)) € int(K(t ;x,)) para algum ¢ € [0,?,)

=38>01q. B(x",0) c K(t',x,)
A funcdo
¢ . RI’HI N Rn

# I oA ’
P(x,t)=ex + I*eA(’ Y Bu'(s)ds
t

E injetiva, logo leva bolas abertas em conjuntos abertos.

(B(x",0),1,) = N aberto = ¢(x",1,) = 0€ int(N) c K(t,,x,)
= Oc int(K(1,,x,))

O que € absurdo pois j4 mostramos que Oc oK (t,x,)
Assim, nos resta que:

VO<t <1, x(t;x,,u’(.)) € OK(t,x,)

Observacao: 28 29Da demonstracdo pode-se perceber que as varidveis de estado
pertencerem a fronteira do conjunto alcanc¢dvel em um determinado instante é condicdo
suficiente para que pertencam a fronteira do conjunto alcangdvel em todos instantes
precedentes.

16
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Teorema 4: 30 Em LA:

u(.)e’extremo
=N

3h #01tq. h"e " Bu(t) = max {hTe_A’Bv}W >0

vell

Eu'(t)y=k- sgn{hTe_A’B}[.

Demonstracao: 31
1° Se u(.) é extremo, entdo
Ve, x(t; x,,u(.)) € oK (t; x,)

Como ja foi mostrado.
Também sabemos que K(z;x,) é convexo e compacto. Assim:

Vii#03a>01q.Vxe K(t;x),n" (x—e"'x) <a
Sendo n' (x—e”x,) <a o hiperplano que tangencia K(t;x,) em g = x(t; x,,u(.)) ,entdo

n'(g—e*'x,) = max{nT (x—e“x,); xe K(t; xo)}z a
t !
nT'[eA(t—.v)Bu(s)ds = max {,’T'[eA(t—s)Bv(s)ds}
0 vel” 0
Fazendo h” =n"e” #0 (det(e™) #0)
[[h"e™ Bu(s)ds = jog(hTe-ASB),.u,.(s)ds
Para ter-se o valor méximo, considerando I' como sendo hipercubo:
u,(s)=k- sgn{hTe_A‘YB}l.
[ [T —As
:a_jog\h ™ B),|ds
20
Agora tomando u(.) tal que u,(s) =k - sgn{hTe_AsB}i para algum h # 0, mostrar-se-a que

u(.) é extremo.
Fazendo h' =n"e™

17
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x(t) = e x, + _[(:eA(’_S)Bu(s)ds
n"x(t)=n"e"x, +J-;nTeA’e_ASBu(s)ds
=h"x,+ JZhTe_ASBu(s)ds

= W xo+ [ Y (W e B)uy(s)ds
i=1

Mas, por hipétese u,(s) = k- sgn{h’e B}, . Assim

Zm:(hTe_ASB)l.ui(s) = i\(hTe-’“B)i\ = max Vs > 0
i=1 i=1

= rhTe_A‘YBu(s)ds = max {rhTe_ASBv(s)ds}
0 vell 0

=n' (x(t;x,,u())—e*x,) = max{nT (x—e"x,); xe K(t; xo)}
Como K(t;x,) € compacto e convexo
Vxe K(t;x,),n" (x—e*x,) <a=n" (x(t;x,,u(.)) —e*'x,)
= x(t;x,,u(.)) € oK (t; x,)

Definicao: (Normalidade) 32 Um sistema normal é aquele no qual para qualquer
h#0 (h"e ™ B), #0 quase sempre Vi=1,...,m, ou seja, X, = {te R;(h"e™'B), = O} é

enumerdvel.

Teorema 5: 33 Se um sistema é normal e 3 u(.) bem sucedido = Ilu () dtimo,

u'()e U pgpe

Demonstracao: 34 Se existe controle bem sucedido, existe controle 6timo
(consegqiiéncia do teorema 2). Além disso, se o sistema é normal, o controle otimo é "Bang-
Bang piecewise constant”, por construgdo.

A unicidade vem do fato que se u,(.) # u,(.) sdo 6timos (€ U 4, ), logo

u +u L L .. . P £
u,(.) =——=(.) também serd 6timo, pois levard ao Target no mesmo tempo. O problema é
’ 2

que sendo u,(.) # u,(.), necessariamente u,(.) & U py,- , 0 que contradiz a constru¢do de um

controle 6timo.
Assim, por contradi¢do, u,(.) =u,(.).

Diremos que um sistema admite controle tinico se e somente se para todo estado ye R
e tempo f, existir um tnico controle que leve as varidveis de estado para y no instante ¢, .

18
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Também se define que um sistema admite caminho Unico se e somente se para cada
yeR e tempo ¢, a afirmacdo x(t;;x,,u,(.) = x(t;;x,.u,(.)) =y implicar que
x(t; 0,1, (1) = x(8; %0, u, () VI € [031,]

Introduz-se, em seguida, um teorema que relaciona diretamente esses dois conceitos.

Lema: 35 UM sistema admite controle tinico < admite caminho tinico

Demonstracao: 36

17 Assumindo que o sistema admite controle tinico

Fu()el, tq.y = x(t;x,,u(.)
Y()e U, tq. x(t;x,,v() =y =>v()=u()
= x(t;x,,v(.)) = x(t; x,,u(.))Vt € [0;2,]

2? Assumindo, por absurdo, que o sistema nao admite controle tinico, mas que admite
caminho dnico

Ju, (), u,()e U, ;u () #u,(.)tq. x(t;x,,u,(.) = x(t; x,,u,()Vt € [0;1,]

= x(t;; x5, u, (1) = x(t,;X,,u,(.))

Constréi-se u,(.) =#(.). Como ja mencionado, é impossivel que u,, u, € u,

sejam simultaneamente "Bang-Bang Piecewise constant” . Supde-se, sem perda de
generalidade que u,(.)& U gypc

diel,...,me N (intervalo) tq.luf(t) < k,te N

Pelo principio Bang-Bang, Jv(.)e Uy, tal que x(#,;x,,v(.)) = x(t,; Xy, u,(.)).
Por outro lado, o sistema admite caminho tnico, o que implica que

x(t;x,,v() = x(t;5xy,u,(.)), Vt e [0;1,]
e’ x, + J.;eA(t_‘“)Bv(s)ds =e'x, + J.;eA(’_‘“)Bu1 (s)ds, Vte [0;t,]
J.OteA(t_s)Bv(s)ds = J.OteA(’_‘Y)Bul(s)ds, Vie [0;1,]
[ B(s)ds = [ Bu, (s)ds, VI < [031,]
J.IcNeA(’_‘Y)Bv(s)ds = J NeA(H)Bu1 (s)ds,VI c N

Ic

= [ e"VBO(s)~u,(5)ds=0,VI = N

)

Como a igualdade vale para todo subintervalo de N e como e " é ndo-singular

LcNeA(’_S)B(v(s) —u,(s)ds =0,VIC N <& B-(u,(t)—v(t)) = 0,feIcN
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Lembrando que lu/(t)I< k,te N e que lu/ (t)I<k,se j#i.

B-(u,()—=v()) = Db, - (u{ () —v' (1)) =0
= l;l =0, pois consideramos qualquer t

Mas isso significa que as i-€simas varidveis de controle em nada atuam no sistema, o
que € absurdo.
Em conclusao, o sistema admitir caminho unico, implica que ele admite controle tnico.

Antes de se prosseguir, precisa-se definir o conceito geométrico de ponto extremo de
um conjunto em R".

Definicao: 37 Um ponto de um subconjunto de R" é dito extremo, se e somente se ele
ndo esta entre nenhum par de pontos do conjunto, ou seja, ele ndo pode ser escrito como
combinacdo convexa de nenhum par de pontos do conjunto

+
ye AcR" ponto extremo .=.Vy,,y, € A, y;&%

Teorema 6: 38
y = x(t;;x,,u(.)), u(.) tnico & y extremo de K(t,;x,)

Demonstracao: 39

1°, se y nao extremo de K(t; x,)

Nt

=3y, v, € K{t;x) ey #y,1q.y= 5

E pelo principio Bang-Bang:
Ju, (), u, () e U gype

tq. y, = x(t; x5, u, (), y, = x(t; X0, 1, (.))

u, + U, ())

=y =x(t;x,,
., u +tu )
Porém, 1Tz(.)e U ggpe > POIS u, () = u, () (3, # ,).
E, novamente devido ao principio Bang-Bang,
v e Upppe, tq. y = x(t,;x,,v(.))

mas, v(.) # Lzuz(-) =u ()

Ou seja, conclui-se que o controle ndo € unico.
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Observacao: 400 lema que precede o teorema garante que os controles v(.) e u’ (.)
levam, as varidveis de estado por caminhos diferentes a y

2° se u(.) ndo Gnico
v =x(t;x0,u, () = x(t,5x,,u, (), u, () #u, ()

Pelo lema, os caminhos ndo sdo o mesmo

dt. € [0;1,], 1q. x(t.5x,u,(.) = x; # X, = x(t.5X%,,U,(.))
Podemos construir os controles:

u (1), 0<t <1,
(1), 1, <<t
u, (1), 0<t <1,

Vl(l) =

u,(t),t. <t <t

v (1)

Usando a estratégia v, (.) :

x(t3 %,v, () = €1 x, + I;leA(tl_S)Bvl(s)ds

. A— f, AG—
e"x, + .f(: et S)BMI(S)ds +j 1 S)Buz(S)ds

I:eA(tl_s)Bul(s)ds n eAtl X, + J:leA(tl_S)B%(s)ds __[:eA(tl_S)Buz(S)ds

A(Il_s)Buz (s)ds

Ly A(zl—S) _ L
J.O e Bu,(s)ds+y J.O e

v+ eA(tl—f*) {J:*eA(t*—S)Bul (s)ds — J.:eA(t*_S)B% (s)ds}

At —l‘*) Aty Aty
y+e ! {xl—e X, —(x,—e xo)}

At —l‘*)
= y+e ' V(x,—x,)
Por analogia, usando a estratégia v,(.) teriamos

Xt vy () = y+ e (o, — )

Define-se x(t,;x,,v,(.)) =y, e x(t;x,,v,(.)) = y,, € torna-se visivel que y ndo é extremo
de K(t,;x,)

A=) A1)

)’1+y2=y+e (5, —x,)+y+e (x, —x)

2 2

=Y
Teorema 7: 41 Um sistema é normal se e somente se K(t;x,) € estritamente convexo

Demonstracao : 42
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17 Se K(t;x,) ndo for estritamente convexo
Entdo existird y e dK (t;x,) ndo extremo.Pelo teorema 6, isso implica que o controle

nao € tnico para esse ponto. A existéncia de mais de um controle extremo (6timo) implica na
nao normalidade do sistema, ja que um sistema normal admite controle 6timo tnico.

2° Se o sistema for ndo normal.
Supor {hTe_A'B}i =0 para 0<7<¢, . Podemos construir duas estratégias diferentes de

controle u(.) e v(.)

k- sgn{hTe_A'B}j, se j#i

u.(t)=
i l,j=i

k- sgn{hTe_A'B}j, se j#i

m, j=i

v (1) =

E definindo n” = h'e™

n'x(t;;x,,u() =n"eMx,+n j A=) By (s)ds

=n"e"x, +IhTefAsBu(s)ds
=n"e"x,+ [ > {0 e Blu,(s)ds
=n'e"x, +.[ Z‘hTe_A“B‘ ds
=n'e xo+IZ{hT B v (s)ds
=n"e"x, +J;)hTefAst(s)ds
= nTx(tl;xo,v(.))

Ou seja, com ambas as estratégias as varidveis de estado andardo num mesmo

hiperplano.
Porém, como u,(t) #v,(t) e
e™B=[d,la,l...\a,],a #0Vi
J-;e_ASBu(s)ds #* J-Oe_ASBv(s)ds
= x(t;;x,u(.) = x; # x, = x(¢,5x,,v(.))

Mas
xX,x,e<nx>=a>0

X +x

= le<n,x>=a
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Ou seja, K(,;x,) ndo é estritamente convexo pois todos os pontos gerados por

combinacdo convexa entre x, € x, pertencerdo ao K(#;;x,) € a0 mesmo tempo pertencerdo
ao hiperplano afim <n,x>=«.

Observacio: 43 Se estivéssemos usando u,(t) e v,(t) ndo constantes poderiamos ter

X, = x, devido ao cdlculo integral

Teorema 8: 44

Sistema é normal < Nj = [l;j IAI;J. I...IA”_ll;j] ndao singular,¥j=1,....m

Demonstracao: 45

1° Primeiramente, consideramos N ; singular para algum j,ou seja, com posto menor

que n (N ; € matriz n por n).Nesse caso, existe h#0 tal que

h'A™b, =0,Vi=1,...,n
Pelo teorema de Cayley-Hamilton, A satisfaz seu proprio polindmio caracteristico
P(A)=0
n—1
= A" =) aA
i=0
— n—l . —
A", =) A’

i=0

n—1
LT ang T Ail. _ A
~h'A"D, = ah" A'b, =0

i=0

E podemos expandir para poténcias maiores de A
n—1 )
A=) oAl
i=0

—1
— An+1 — nza»AH—l

i=0

R n—1 L
. An+1bj — Z%Alﬂbj

i=0
. n—1 N . n—2 .
= h'A"™b, =Y ah" A"'b, =h"A"b, + a.h" A™'b,
i=0 i=0
=0+0=0

Por inducdo finita podemos inferir que

h'A'b, =0,Vke N,Vj=1,....m
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Esse resultado torna trivial o cdlculo da matriz exponencial de A

4 = oy A ). [ -0 AT,
W =hT{Z( t).'A }b‘j :{Z( 0'h b]}zo

i=0 L i=0 i!
= {hTe_A’B}j = hTe_A’l;j =0

=> sistema nio e' normal

2° Se o sistema nao for normal, existe I =[0;z.] tal que {hTe_A’B}j =0 para algum j

Seja:

v:R—->R
w(t) = {hTe—AtB}j _ hTe_Atl;j
Como y(t)=0Vtrel:
w(0)=h"b, =0
ey =)=y ) =...=y"1)=0

Y(t)=—h"Ae b, . yp(0)=—h"Ab, =0
Y(t)=+h" A’ b, ~.(0)=+h"A’b, =0

l//(n—l) (t) — (_1)n—l hTAn—le—Arl;j - l//(n—l) (0) — (_1)n—lhTAn—ll;j — 0
Assim, h L ger{l;j IAI;]. I...IA”_ll;j}

7 7 n=17" 1 /s
N, = [bj IAbj [...1A bj] e singular

Esse teorema possibilita-nos fazer uma lembranga do estudo do conjunto controldvel.
Para tal relembremos a matriz M

M =[BIABI...|A"'B]
=[b1...1b, 1 Ab/1...1Ab 1...1A"'b1...| A""D ]

Podemos reorganizar as colunas da matriz M que o posto permanece inalterado
posto(M') = posto(M)
= posto([b, | Ab, |...| A"b 1b, | Ab,|...1 A" b, |...1b ...l A""'b 1)
= posto([N,IN,I...IN 1)
Conclui-se que o posto de M deficiente se e somente se o posto de N, menor que n para

todo j. Mas pela demonstracdo do teorema 8 isso significa que todas as componentes de
controle u(.) podem assumir qualquer valor do hipercubo I' =[—k;k]" que as varidveis de
estado pertencerdo a um mesmo hiperplano.
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n"x(t;;x,,u(.)) =n"ex,+ IothTe_ASBu(s)ds
=n"ex,+ I(:Z{hTefASB}iui(s)ds

t — —
=n"ex,+ IOZhTefASbiui(s)ds =n"ex,+0

S<mx>=n'e Vx, = at;x,)

=n' (x(t)—e*'x,) =0, Vte[0;1,]

Ou seja o movimento fica restrito a um hiperplano que € transladado em cada instante
(por isso a notacdo &(t;x,) ). Esse resultado € andlogo ao obtido para o conjunto controlavel

no capitulo controlabilidade teorema 3.
Deve-se, entdo, ressaltar o cuidado que se ha de ter ao afirmar que um controle é

extremo. Com o que acabou de ser visto o teorema 4 ficaria invalidado pois existiria 7 # 0 tal
que todo controle satisfaria a condicdo de maximalidade; por outro lado se levarmos em

consideracdo a geometria de K(t;x,) esse problema fica dissipado e enunciariamos o teorema
4 assim:

Teorema 4 (generalizado) 46 Em LA:

u(.) é extremo

(=4
3 #0 h & ker(M) tq. h" e " Bu(t) = max {h"e *Bv 1 > 0

vell
Eu'(t)=k- sgn{hTe_A'B}l..
Além disso, o teorema 8 mostra que se pelo menos para um valor i€ {l,...,m} e para
um vetor h#0 hTe‘A’B}i =0, entdo poderemos mudar arbitrariamente a i-ésima

componente de u(.) extremo que continuaremos tendo controle extremo. O novo controle
obtido levard as varidveis de estado a um ponto diferente, porém no mesmo hiperplano.

O problema surge se o conjunto I%(t;xo) = {y = x(t; x,,u(.)) —e’A'xO;Vu(.)e Z/{m)} estiver
contido nesse hiperplano. Caso em que a informagao {hTe_A’B}i =0 ¢ indtil, pois a definicdo
de fronteira do conjunto K(#;x,) torna-se diferente da defini¢do de fronteira de um conjunto

com dimensao n, pois K tem menos dimensdes.
O livro [3] opta por definir normalidade como fizemos acima, mas € util tornar tal
definicdo menos restritiva para respeitar a geometria (a dimensdo) de K(#;x,). Assim,

poderemos utilizar o teorema 5 para abranger mais casos e até mesmo validar a reciproca de
tal teorema.

Interpretacao de algebra linear de K
Se considerarmos a geometria de K para definir normalidade poderemos afirmar que

sistema é normal < ha’ um Gnico controle temporal o'timo

Se esse € o enunciado do teorema 5, agora o mesmo abrangera leque maior de sistemas.
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Podemos, analisar algebricamente o espaco das varidveis de estado: R". Analisaremos
nesse Ambito, o conjunto de vetores {bl, Ab,,...,A"'b,,b,, Abz,...,A”_lbz,...,bm,...,A”_lbm}.

Primeiro, define-se os espagos vetoriais
B = ger{l;i,Al;i,...,A"_ll;i}

B:é@

Como ja foi mostrado, se rank(M) < n, entdo

i #0,tq.7 LB (n"M =0)
T (! A@t-s) T —as _
= h Ioe Bu(s)ds =n Ioe Bu(s)ds =0

= h' (x(t;;x,,u(.)—e*'x,) =0

Usando a definicao dada de K(t; X,)

K(t;x,) Lh

Ou seja, n LB.. K(t;xo) 1 & .Utilizando um desenvolvimento andlogo ao feito no
teorema 3 do capitulo controlabilidade, substituindo conjunto o conjunto controldvel C (t)
por K(t;xo), conclui-se que a reciproca € verdadeira. Podemos inferir, por fim, que
dim(K (t; x,)) = dim(B) .

Ou seja, se [ tiver dimensdo menor que n, entao K (t;x,) estard contido em subespaco
vetorial de dimensdo menor que n, o que € coerente com o resultado do teorema 3 do capitulo
anterior (6 ¢ int(C) ). E K(t;x,) estard contido em subespago afim.

Alem disso, viu-se no teorema 8 que [N, IN, |...IN, ] é uma simples reorganizagdo
das colunas de M. Assim,

hiBehlpVi=1,..n
E vimos pela demonstragdo do teorema 7 que se hl B, para algum i, entdo serd
indeterminada a i-ésima componente do controle para chegar a um ponto x € dK(t;x,) que
satisfaca h'x = max{h’ x;xe K(t:x,)}.
Pela discussdo até agora, para um certo 7 enquanto houver um i tal que e 3,

K (;x,) avanga sobre a diregdo h = e i . Se e somente se 7i L B para todo i é que

5 . B - . —At—~
h"x=0Vxe K(t;x,), ou seja, K(t;x,) ndo avanga sobre a direcio h =e "7 .

Interessa-nos estudar somente as direcOes pelas quais K(f;x,) avanga, isto €, nos

interessa somente o subespaco em que esse conjunto se situa. Desse modo, podemos definir
normalidade segundo a geometria de K :

Definicao: 47 Sistema é normal segundo a geometria de seu conjunto alcangdvel se e
somente se
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Vii#0eiie Byjie fVi=1,...,n
Estamos nos atendo ao subespago 3 e continuamos a exigir que nao exista vetor normal
a nenhum f,. Essa defini¢do se assemelha ao teorema 8, mas a diferenga é que em vez de
exigirmos a ndo-singularidade de N, (o que é um tanto restritivo) somente exigimos que 0s
vetores ortogonais as colunas de N, sejam ortogonais a 3.0 que seria uma espécie de ndo-

singularidade relativa ao subespaco B. E da mesma forma que a ndo-singularidade de uma

matriz em relacdo a R" significa que a imagem da matriz seja R", segundo essa defini¢do de
normalidade um sistema € normal se e somente se

B =BYi=1,....n
Pois se [ #B para algum i, existird 7ie B perpendicular a S, o que tornaria

indeterminada a i-ésima componente do controle.
A igualdade dos subespacos também equivale a afirmar o posto de M € igual ao posto
de N, para todo i.
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Capitulo IV: Calculo variacional e controle 6timo

Introducao

O célculo variacional lida com otimizagdes em espacos de dimensdo infinita: espacos de
funcdes. No caso da teoria de controle, as fun¢des sdo vetoriais, ou seja, o funcional a ser

maximizado ou minimizado depende de uma funcao de R em R".
A formulacdo geral é:

minimizar 1(y(.))
sujeitoa ye Y, , e G(y(.))=0

Onde Y, €é o conjunto das fungdes admissiveis, por exemplo:
Y, = {ye CO([tO;tl];R”);y(to) = yo}. G(y(.)) € uma condi¢do sobre as fungdes admissiveis,
restringe o espago de funcdes a um subespaco. Analogamente, em otimiza¢do em espacos de
dimensao finita, temos que otimizar um funcional sobre curvas de nivel.

H4 muitas possibilidades de formular I(y) e G(y),mas em geral é possivel mostrar que
essas diversas formas de escrever um problema variacional sdo equivalentes.

Queremos fazer um paralelo entre os problemas variacionais com problemas de controle
ot’imo e mostrar que esses sdo apenas uma classe restrita daqueles.

Por exemplo um problema de controle 6timo trivial que visivelmente é variacional € o
seguinte.

minimizar Cli()] = | "L () u())d

sujeitoa ye Y, e y(t) = u(t)

Que equivale a

minimizar Cli()]= | "Ly, Y@

sujeitoa ye Y,
Como nos capitulos anteriores ndo escreveremos a notacao de vetor ao nos referirmos as
variaveis de estado ou de controle de um problema de controle. Por facilidade escreveremos

u(.) em vez de u(.).

Equacao de Euler-Lagrange:

minimizar 1y()]= [" Lz, y(0), 5(t)dr

sujeitoa ye Y, ={ye C'([t,:t, i R™): y(t,) = y, ¥(t,) = ¥, }

A otimizagdo em espacos de dimensdo infinita € andloga a otimizacdo em espagos de
dimensdo finita, pois da mesma forma estudaremos o que ocorre com o valor do funcional
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quando fazemos pequenas varia¢des na fungdo y(.) e chegaremos a conclusio de que no ponto
(funcdo) de minimo tal variagdo deve ser nula.

Devemos definir uma espécie de derivada generalizada, a qual damos o nome de
variacdo de Gateau.

Definicao: 48 Dado um espaco vetorial A e a funcdo f: A — R definimos a
variacdo de Gdteau em y€ A na direcdo ve A.

fy+ev)—f(y)
£

F (y;v) =lim
-0
Quando tal limite existir. E nesse caso poderemos escrever:

5 (yivy = LOTE)
de

No caso do cdlculo variacional A = CO([to;tl];]R”) e f=1:

_I(y+ev) _i
de de
t d o
:J' — L(t,y+ev,y+ev)dt
v de

8 (y:v) [ "L y+ev, §+evydr
0

t . ..
= j 'L (t,y, y)V+L,(t,y, y)Vdt
0

t . . . t, d .
=L, (t,y, yyvdr + Ly y. ] = [ (L, y, 9y
0 o o dt

Como queremos que ye Y, ,, temos que comparar fun¢des admissiveis somente. Isso
significa que imporemos V(t,) =v(t,) =0, ja que as funcdes admissiveis obedecem y(t,) =y,
e y()=1y, preestabelecidos. Tal condicdo sobre a fungcdo Vv equivale a escrever

v()e C((,’ ([t,;t,1;R"), o expoente de C referindo-se a equagdo continua e o subscrito a

condi¢do nos extremos.
Em conseqiiéncia:

A (y;v)= Lzl[Ly t,y,) —%(Ly .y, y'))}vdt

Agora, chegaremos a conclusdo andloga aquela da teoria de otimizacdo em espacos de
dimensao finita:

Teorema 1: 49 Se ye Y , é minimo de I, entdo

8 (y;1m) =0Vne Cy(t,:1, ;R")
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Demonstracao: 50 Primeiramente, A (y;n) =0, pois se para algum 1 9 (y;n) <0
existiria €>0 e A, >0 tal que ||y—§||1,w Secey=y+An - I(y+An)<I(y). Isso
contradiria o fato de que y seja minimo.

Se, por outro lado, para algum 77 o[ (y;77) > 0, pela linearidade do operador variagao de

Gateau existird 7' =-7 e A (y;7") <0 e recaimos no caso anterior.
Por conseqiiéncia, sé resta que ol (y;77) =0.

Podemos perceber que a reciproca do teorema anterior ndo € verdadeira, pois variagao
de Gateau: nula também € condicdo necessdria para que uma fungdo y seja ponto de maximo
de I.Mas, se adicionarmos convexidade ao funcional a reciproca passa a ser verdadeira.

Teorema 2: 51 Se L(t,y,y)e C' (R"™";R) for convexo em relacdo ay e a y, entdo

A(y:n)=Vne C) < y mi'nimo.
Se L for estritamente convexo poderemos afirmar que y 6 tinico minimo.

Demonstracao: 52

Se usarmos £ >0 e integrarmos

["La.y+en. 3+ emdi-["Lat.y. ) > [ 'L .y, pyen + L (o, . $)ernds
0} ‘o o - :

t N . .
2€ f 'L (t,y, )+ L(t, y, )t
0
=€ A (y:1m)

Ou seja
I(y+em)—1(y)zedl(y:n)

Se dl(y;n) =0, entdo

I(y+en)—1(y)z0
= I(y+en)z1(y)

Assim, demonstramos ol (y;77) =0 para todo 77 é condicdo suficiente para y ser
minimo. Pelo teorema anterior haviamos mostrado que € necesséria.

Se L for estritamente convexo, o desenvolvimento da demonstragao permanece o
mesmo sO que trocamos o sinal = por >. Na tltima equacgdo isso evidencia a unicidade de y
como ponto de minimo.

Agora, como achar func¢des y que satisfacam a equacao ol (y;77) =0V 7(.)? Queremos
uma equacao na qual 7 ndo apareca, pois o que queremos descobrir € y(.).

Para achar tal equacdo teremos que utilizar um resultado intuitivo de espacos de
funcdes, o lema de du Bois-Remond.
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Lema du Bois-Remond: 53 Se f € C([a;b];R") e para todo g e C(l)([a;b];R”)
[ F0g@di=0, entao f(1)=0v1e[a:b]

A demonstragdo serd omitida, mas o caso unidimensional do lema (n=1) pode ser
encontrado no livro [3].

A (y;m) =0Vne Cy([1y:1,1;R")

t . d )
1y dt
Pelo lema de du Bois Remond:

L d )
Ly(t7y’y)_ELy(t’y’y)=0

Que, para n #1, € uma equagdo vetorial.
Obtivemos uma equacdo diferencial, conhecida como equagao de Euler-Lagrange, cujas
solucdes ye Y , sdo candidatos a minimo global de I no dominio Y ,. Tais solucdes sdo

chamadas de extremais ou estacionarias.

Restricoes lagrangeanas

H4 diversas formas de definir o conjunto admissivel. Dependendo do problema
podemos ter os instantes inicial e final como predefinidos (problema de tempo fixo); podemos
ter um ou os dois desses instantes como incdgnitas a serem otimizadas (tempo livre); e, ainda,
podemos ter I definido na reta toda [—oo;+o0] ou em semi-reta (horizonte infinito).

Analogamente, as restrigdes do problema variacional podem ser diversas.

* Condig¢do de contorno transversal: no instante final o valor das varidveis de estado e
do tempo pertencem a uma curva de nivel de uma fun¢do dada.

o(y),1,)=0
Essa restricao € utilizada em problemas de tempo livre. E podemos fazer condi¢dao de
contorno transversal também sobre a condi¢do inicial

* Restricdes isoperimétricas: um funcional J[y(.)] permanece com valor constante.
t .
JlyO1= ['G(t, y(0), 5(O)dt = ¢, ce R, Vye ¥,
‘o

Essa condi¢do é chamada de isoperimétrica pois uma integral unidimensional pode ser
interpretada como o cédlculo do comprimento de uma curva em R”.

* Restricdes lagrangeanas: A todo instante, as varidveis de estado e a varidvel tempo
pertencem a curva de nivel de uma fun¢do dada.

G(t, y(1)) = OV1 € [1,:1,]
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Dessas restri¢des, a mais importante para o estudo da teoria de controle € a lagrangeana.
Portanto, veremos como resolver a otimizacdo de um problema variacional sujeito a uma

restri¢do lagrangeana.
A equacgdo de Euler-Lagrange, na forma apresentada acima, serve para problemas sem

restri¢ao.

Assim como na otimizacdo em espacos de dimensdo finita,em que ao acrescentarmos
restricdes surgem os multiplicadores de Lagrange, as restricdes lagrangeanas requerem
surgimento de fun¢des multiplicativas, as quais damos o nome de varidveis adjuntas.

Seja, o problema:

min 1(3) = ['L(0.5(0), 5(0)ds

5.a.G(t, y(1) =0e ye Y,, ={ye C'(Ity:t, ;R ) y(t,) = yo € Y1) = 1, |

Seja 7e[ty;1,] onde G, (f,y)#0 para algum je {1,...,n}. Escrevamos o vetor de
J

estado y como y =(y,,Y).
Considerando a funcdo G continuamente derivdvel, existe intervalo N vizinhanca de 7
emque G, (t,y)#0. Pelo teorema da fungéo implicita existe fungéo g
J

¢ :RxR™ SR

y; =8(tY)
= G(t,g(t,Y),Y)=0Vte [t,:t,]

Definimos um funcional I Y)

T()=| L@y, Y)dt =] Lt,y,.Y,3,,V)dt, onde y, = g(1,)

Se y minimiza o funcional I no intervalo [z,;f,], entdo ¥ minimiza / em N.
Como em N a funcdo g garante a satisfacdo da restri¢do lagrangeana, a minimizagao de
I em N € uma otimizagdo sem restricdo, e podemos usar a equagdo de Euler Lagrange

d ~ ~

Resolvamo-no:

y; (1) =g Y1)
¥, =8,tY)+ g, Y)Y
Lo=L,+L, g +L; s, . 1)+ 5, . V)Y],

Li=L,+L g

Substituindo na equacao de Euler-Lagrange:
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ey, 1)
AL g P eL g oL s, t. 1)+ g, e 7)Y ]

; . d d . .
Como [g,(t,Y) + gy(t,Y)Y]Y = [yj]y = E[yj]y = Egy, substituimos na expressdo acima

e obtemos

(% [Ly]_Lyj'i'% [Lngy ]_ Lngy - Lyj [gt(t’Y) +8,(, Y)Y]Y
d

(d d[ ]

d d d d
= E[LY]—LY +E(Lyj)gy +E(gY)LYj —LngY —L).;j Egy

d d
- E[LY]_LY +E(Lyj )gy _Lngy

d d
= E[LY]—LY +(E(Lyj)—Lyjng

Como G(t, yj,Y) =(0 em ¢ =7, diferenciamos:

Escolhemos Ae C([t,;t,];R) tal que:

<1~ 46), ~[L-46),

d
:ELY—LY +ﬂ/GY

d
= (L‘ —zLyj jgy _EG)‘J- -8y

i dr
- (Lyj B % Lj’j - /1Gyj j’gY
Escolhendo para te N
Ly~ :llz Ly ;

A(t) =

O que € bem determinado, pois no intervalo N: G; #0.
J

Por outro lado, derivando em y ; temos:
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d
- [L- /IG]}A,J. ~[L- /16]},]_

4
dr i

J

—-L, +1G

j Yj

L —iL
Yiode i
-G

Yj

Essa expressdo iguala a zero novamente para A(f) =

z

Por fim podemos estabelecer que se y € um ponto de minimo do problema de
otimizacao:

340 e C((1,;1,1:R) 1q.

<-4, -[L-46],

< 1-26);-[L-26),

Onde a segunda equacdo somente retorna a propria restricio G =0, ja que L nem G
dependem de A explicitamente.

O método de resolucdo do sistema foi construtivamente mostrado nas linhas anteriores.

Para resolver o problema variacional com restricdes lagrangeanas deve-se achar
intervalos I nos quais a derivada de G em relagdo a uma das componentes do vetor y nao se
anule.

Talvez haja a necessidade de resolver tal sistema para intervalos diferentes visto que
Gyj pode anular-se e entdo deveriamos achar outra componente de y, em relacdo a qual a

derivada de G ndo seja nula.

Ao problema de determinacdo da fungdo A chamamos de problema adjunto, e damos o
nome de varidvel adjuntaa A .

Ha um resultado interessante de Lagrange em relacdo a otimizagdo em espagos gerais.
Exporemos aqui por mérito ilustrativo:

Teorema 3(Lagrange): 54 Seja Y espaco vetorial normalizado; I e G fungées de Y em
R; d(y;v) e 6G(y;V) continuaemy YveY.

Se y é minimo local de I restrito a G(y)=0, entdo existe A€ R tal que
O(I+AG)(y;v)=0VveY ou 6G(y;v)=0VveY

No caso do problema variacional com restri¢do lagrangeana, I e G ndo t€ém dominio no
mesmo espaco; I tem dominio em C([t,;t,];R"), enquanto G sai de RxR". Por isso, a

varidvel adjunta ndo é um simples nimero real.
Obs.: A funcio G pode depender também de y, e € o que ocorre quando considerarmos

a relacdo entre problemas de controle 6timo como veremos.
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Aplicacao em controle 6timo

minI(u) = ["L(t. y(0),u(0))dr
‘o

y=fy,u(.))
y(eY, ul)el, = {u(.)e C'([t,:t, ;R );u(t) e FVt}

Podemos interpretar o problema de controle 6timo como um problema variacional de
restri¢ao lagrangeana. O truque é que passamos a interpretar as varidveis de controle como
varidveis de estado, que em lado das antigas varidveis de estado compdem um espago vetorial
com um funcional a minimizar e uma restri¢cao lagrangeana.

Em outras palavras passamos a trabalhar com um problema variacional no espaco

C([t,;t,1;R™™), onde o vetor de estado é
Y =(y,u)
E arestricdo lagrangeana
G(t,Y,Y) ==Y+ f(t,y,u) =0
Assim, reescrevemos o problema assim:

minl(Y) = | "Ly
)

G(t,Y,Y)=0
YeY, xU,

Quando resolvemos, acima, o problema lagrangeano, o fizemos para o caso de uma
Unica restricdo. Mas pode ser mostrado que a solu¢do € andloga se tivermos vérias restricoes,
como nesse problema em que chegamos.

Assim, como na se¢do anterior, se y € ponto de minimo existe A(.)e C([z,;t,];[)") tal

que
%:L—ATG:y ~[L-A"G], =0
%:L—ATG:u “lL-ATG], =0
%:L—ATG:A—[L—ATG]A =0

Essas equagdes sdo as equacdes de otimizagao.

Observacao: Assim como no caso do calculo variacional, a equagao derivada em A
simplesmente retorna a restricao lagrangeana.
Da primeira equacao:

A+(L, +4f,)=0
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Da segunda:
L, +Af,=0

Por facilidade, definimos a funciio hamiltoniana: H(y,u,A)=L+A f =L+ AT()g)( , e
reescrevemos as equacoes:

.

A =—-H  (equagdo adjunta)
H =0 (equagdo de otimalidade)

y = H, (equacio de evolucdo do estado)

Reciproca

Na subsecdo anterior desenvolvemos as equacdes a partir do fato que existia um ponto
de minimo. Assim, tais equacdes sdo condi¢des necessdrias, mas queremos mostrar que em
certas situacdes elas sao também suficientes.

Teorema 4: 55 Se H for convexo em relagdo a 'y e u:
H(y+v,u+a,A)—H(y,u,A)2(H (y,u,A);v)+(H, (y,u,\), @)
Nesse caso, as condi¢des das equagdes de otimizacdo, mais
Y(t)) =y, Y1) =y
Implicam que a solug¢do (y,u) € minimo local do funcional I sujeito a restricdo G =0.
Caso a igualdade da inequacao ocorrer se e somente se v =0, entdo (y,u) € minimo
global.

Demonstracao: 56 Seja (y,u) uma solugdo do sistema de equacdes acima. Assim,
para todo (y,u)e Y, XU, que satisfaca a restricdo G =—y+ f(t,y,u)=0:
N t =
Iy =1(3,i0) = [ LG, y(),u() = L4, 30), 0(1)di
0

= [ Lt Y0000 = L0, 5600000 + A(GOO.1(0) = G50 w0

Pois ambos G(y(t),u(t)) =0e G(y(t),u(1)) =0 no intervalo [#,;¢,].Continuando:

JF1L030)00) = Lt 50 80) + MOG(r0).u(0) = GE O, 0)ds
= [ L0300+ AF (. 300) = (L0 3.0+ AF () = AG =)

= ["H O = H A - AG =)

2 [('H (M) (3= 3)~ H, (5.0 A =0) = AG =)

= [ AG-3)+0-AG =)

=[FAG= D ==A)OE) = 56+ Aty (3(t,) = 72) = 0
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I(y,u) 2 1(y,u)

No caso de convexidade estrita (a igualdade ocorre se e somente se V@ =0) teremos
desigualdade estrita I(y,u) > I(y,u).

Mostramos assim que, se o hamiltoniano for convexo, resolver o problema de controle
otimo equivale a ao de resolver as equagdes de otimizacao, as quais podem ser resumidas:

%[L—ATG],, ~[L-A"G], =07 = (yu.A)

Podemos pensar entdo, que minimizar I(y,u) com suas restricoes
Gt,y,y,u)= f(t,y,u)—y= 0 equivale a minimizar f(y,u,A).

fyu.n=| e, y,u)— NG, y,u)dt
(y(),u())e Y, xU,

Observacoes

Nessa secdo acrescentarei minha interpretacdo sobre alguns aspectos da teoria e farei
um paralelo entre duas abordagens adotadas no estudo de controle 6timo. A primeira é a
adotada no livro [3], usando vetor estendido, a outra € a adotada no livro [4], usando o
formalismo do célculo variacional.

1)Primeiro
Se H(y,u,A) convexo em relagdo a u:
H(y,u+ao,AN)—H(y,u,A)=2(H, (y,u,\);w)

Nesse caso, a condi¢do de otimizagdo H, (y,u, K) equivale a

H(y,u+w,A)—H(y,u,A)>(H, (y,iu,\);®)=0
= H(y,u+w,A)>H(y,u,A)
— H(y,i,A) =min{H (5,u, A);u(t)e Tt e [1,:1,]

Essa nova formulagao para a equagdo de otimizagdo € mais util, pois continua vélida
para o caso em que o hamiltoniano ndo for convexo e por que a equagdo de otimizacdo antiga
H, (t,u,A)=0
ndo leva em conta a geometria do conjunto I'.Essa equagdo esté totalmente correta se
['=R", o que nao se aplica em geral.
Fomos negligentes, portanto, ao fazermos as equagdes para resolver o problema de
controle 6timo, pois ndo levamos em conta o conjunto I' > u(7) .

Ao minimizarmos o funcional Erreur ! Source du renvoi introuvable. se 39I" (I
compacto) devemos tomar cuidado ao afirmamos

N (3,1, A;1,,10,,175) = OV (17,.1,17,) € C([t:1,1;R")X C (1,31, 1: R™)X C([1,:1, 1, R")
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Pois, na borda de I' 77, ndo permitido variar em qualquer direcdo:
Obs.: Aqui consideraremos I' compacto, isto €, limitado e fechado.

* Se 3t tal que u(r)e oI’ = (n,(t);7y) <0
Onde 7, denota o vetor unitdrio normal a dI" e voltado para forade T .

O sentido da afirmacdo € que as unicas perturbacdes na funcdo u(f) no instante t

permitidas sdo aquelas que ndo levem u(t) para fora de I, pois teriamos a nova fun¢do u(t)
nao admissivel.

*se Ve [t,;t,] tivermos u(t)e o'
= (N, (t);ny- (1)) <OVt e [t,:t,]

Voltando ao funcional, se escolhermos 77,(t) =7, = Ovte [7,:2,] teremos:
A — ,
8 (3,1, 8:0,17,,0) = [ (L, + Af, Yt = 0
‘o

V1, () 1q. <1, (); 1y (1)) < 0
Pode-se facilmente ser enganado a aplicar o Lema de du Bois-Remond a essa identidade,
mas tal ndo pode ser usado, pois ha restricdo sobre a fun¢do 77,(.), enquanto que o lema
exigiria nenhuma restrigéo.
E por isso que a primeira equacdo de otimizacdo estava errada, pois ela equivale a
afirmar, a partir da identidade, que:
L +Af,=H, =0Vte[t,t]
O correto € afirmarmos que existe uma funcdo u(¢)e C([t,;¢,];R) tal que:
H, (t,y,it,A) = u(t)- iy, se u(t) € oT
H, (t,y,u,A) = 0seu(t) € int(I)
Essa discussao tem conseqii€ncias diretas em problemas de controles lineares m relagao
au(.):
y=g(t,y)+B(t)u()
L(t,y,u)=1(t,y)+ A(t).u(t)

Pois nesse caso:
H, = A(t)+AB(1)

Que independe de u(.) e em geral ndo € identicamente nulo.
Desse modo, a formulagdo mais geral para a equacao de otimizacao é:

H(y,it,A) = min{H (3,1, A);u(t)e TNt e [1,:1,]

2)Aplicacao no principio Bang-Bang
Utilizaremos o conceito visto acima para rever o principio Bang-Bang.
Tal principio estabelece que para sistemas lineares em relagdo ao controle:

Czs(t,) =C(t,) ouequivalentemente K,,(f,) = K(t,) caso I' seja hipercubo [—k;k]", ou mais
geralmente: C. =C,, .
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Seja o enunciado de um problema linear de controle 6timo, em que se deseja otimizar o
tempo de chegada ao Target:

T
min I(u) = jo ldt=T

y=f@ yu()) =g y)+B)u)
y()e Y, =left{y()e C(1,;t, ,R"); y(T) =y, y(0) = y, }
u(ye U, =fu()e ity R™);u(t)e TV}

Se (y,u) € solucdo do problema acima, entdo:

H(y,u,A) = min{l + A()B(t)u(t);u(t) e TVt e [1,:1,]

Chamando A(t)B(t) = h' (), queremos maximizar esse produto escalar h’ ()u(t) em

todo instante
(i) Se I' for hipercubo, para maximizar o hamiltoniano:

u, (1) = k- sgnih, ()}
Ou seja, os controles extremos sdo do tipo "Bang-Bang Piecewise constant", como
mostrado no capitulo anterior.

Teorema S(meu): 57 No geral, para qualquer conjunto compacto I'e R™ é verdade
que para n # 0 qualquer
xeco(l)e{x;n)= ma()r() = 3dyetq.(y;n) =(x;n)
Demonstracao: 58 Pois se xe I' entdo y = x resolve.
Masse x¢ I' e xe co(I'), supomos por absurdo que ndo haja ye I' que satisfaca tal
relacdo: (y;n) =(x;n).
xe co(I') significa que x € combinacdo convexa de pontos de I".

(x;n) = vgi)é) {<V§ n)} , significa em particular (ja que I' < co(I") ) que

(x;n) = max {v;my}

Entao:
Vve I (v;n) <{x;n)

Mas x € combinacao convexa de pontos de I":
P P
x=)Avi DA =14 >0Vi=1,...,p
i=1 i=1

ey =Y (Ainy = Y A (v,in)

<A (rmy = (YA = (xm)
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= (x;n) <{(x;n), absurdo!
Assim, deve existir ve I' tal que (v;n) > (x;n). Mas, por hipétese

(x;m) = magﬁ) {(V,n>} e ve I'c co(I') ; desse modo, € falso dizer que {(v;n) > (x;n),

devemos dizer que (v;n) =(x;n).
Além disso, para balancear a inequacdo acima, como (v;;n) <{x;n)Vi, é necessario que

se valha: (v;;n) = (x;n)Vi.

Assim, seja u (t)€ co(I') que maximiza H no instante t. Existird u(f)e I’ tal que
(u(t);h(t)) = (u" (¢); h(¢)) no instante t.

Por outro lado, se u (f)e I' maximiza H no instante t, e como I' c co(I'), entdo existe
u(t)e co(I') tal que (u(t);h(t)) = (u (¢);h(t)) : é s6 fazer u(t) =u (¢).

Como K.(#,) sdo todos os pontos alcan¢dveis no instante #, € mostramos que os pontos
extremos (da borda de K(f,), que gastam tempo minimo para serem alcancados) podem ser
alcancados tanto por controles em I' como co(I') no mesmo instante, demonstramos
informalmente o principio Bang-Bang para o caso linear.

3)Ligacao entre duas abordagens

No capitulo de condi¢des necessdrias utilizou-se a abordagem do vetor estendido para se
estudar o controle 6timo. Segundo essa abordagem, aumentamos em uma dimensao do vetor
de estado, passando a trabalhar com um novo problema de controle, isto é:

mini () = | DL (), u ()t

y=f y,ul))
yOeY, u()el, = {u(.)e CA‘I([tO;tl];R'");u(t)e FVt}
equivale a:
A yo L(t’ y’u) A
= = = t, vy,
g u L‘(r,y,u)} S
Target(t)) = {yl}
£
menorpossivel

O objetivo dessa secdo € explicar que a abordagem do cdlculo variacional e do vetor
estendido sdo equivalentes, tendo o primeiro sido utilizado no livro [4] e o segundo no livro
[3]. A idéia é facilitar a compreensao para os possiveis interessados no assunto que estejam
iniciando seu estudo.

Outro objetivo €, como na subsec@o anterior, sermos mais rigorosos quanto ao que foi
exposto anteriormente. Desse modo, alguém poderia dizer que ndo tivemos cuidado para
estabelecer o sistema de equacdes de otimizacdo, pois ndo consideramos a possibilidade,
existente no teorema de Lagrange de que oG =0. Para corrigir isso, faz-se uso dos
multiplicadores de Fritz-Jones (andlogos aos utilizados em otimizacdo em espagos de

dimensao finita) na minimizacao do funcional I da equagao
Erreur ! Source du renvoi introuvable.:
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min [(y.u. A7) = [ VLGt y.0) - N'G e, y.uydr
‘o

(y(O)u()e Y, xU,
(7, A)#0
O hamiltoniano passa a ser escrito H =7L+A’ f, mas as equacdes de otimizagio
permanecem as mesmas.
Prosseguindo, igualmente a varidvel adjunta A pode ser substituida por uma varidvel

estendida A pelo seguinte processo.
Primeiro avaliamos a equagao adjunta:

A=-H =-(L,+Af))

1 1 1
f N f"z Yn
2 2 2
= _[77Ly1 s 77Ly2 N 77Lyn ]— [Al’ AZ’ vy An f)’l fy2 f}’n
n n n
bty o
N Yo Lyn
1 1 1
fo fo o f)
=_[77’A1’A2’-.-’An] f}? f‘% e fyz
n n n
f~"1 / 2 f n
A1 N 2 Lyn
. 1 1 1
AZ fyl f"z fyn
A |=— 2 2 2
= A3 - [77’ Al’ AZ’ ooy An] fyl fyz e 'fyn
n n n
A, f~"1 f p) f Yn
0 0 L L ..L
. 1 1 1
A 0o sl gL e s
= A, |=-[n. AL A, A ] o f‘? f}% f}z
A n n n
" 0 7 71 f~"2 / ¥n

A=
Se fizermos A | teremos:
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Ao [2oa
A=Al fy]

r
Mas como {(t,y,u) independe de y,, temos a derivada fyo =0. Assim,
A=AT],

Podemos, assim reformular as equagdes de otimizacdo usando a abordagem de vetores
estendidos como o livro [3] faz.

Teorema 6 (Principio do maximo de Pontryagin) 59 Se (y,u) minimiza I(u), entdo

existe Ae C([ty;t,1;R™") tal que:

>

A=A
y=f
H(y,i,A) = min H($,u,A), Vi e [t,:1,]

u(t)el’

Ay 0)>0,A,(1)=0

Onde
H(y,u,A)=nL+A f=ny,+Ny=(n, A)(y.oj
y

= Hy,u,A)=Af
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Conclusoes

Todos os capitulos desse relatério t€m como objetivo de estimular quem esta iniciando
o estudo de teoria de controle, ja que ele foi escrito por mim, que passei, talvez, pelas mesmas
dificuldades de compreensao.

Esse texto visa ser informal, de modo que exclui demonstracdes rigorosas. Ele foi
desenvolvido ao longo da leitura dos livros [3] e [4], por meio de notas de estudo minhas, que
fazia para meu encontro semanal com meu orientador Thomas Lewiner.

Os ultimos meses da iniciagdo foram dedicados a aplicacdo da teoria de controle a
simulacdo de fluidos. Por isso, a bibliografia contém artigos e livros sobre CFS
(Computational Fluids Simulation).

A tentativa de aplicar a teoria de controle a simulacdo de fluidos levou a um estudo de
CFS, que envolveu: Equagdes de Navier-Stokes, equacgdes diferenciais parciais, métodos
iterativos para solucdo de sistemas lineares e técnicas de simulagdo de fluidos
computacionais.

Minha simulag@o baseou-se na abordagem de Jos Stam . Ou seja, estudando-se o fluido
sob o ponto de vista de um referencial inercial (método de Euler) e aplicando-se 5 passos em
cada iteracdo: difusdo, gravidade, advec¢ao e projecao. Essa abordagem esta descrita bem no
artigo [2], texto consagrado de Jos Stam.

A simulagdo trouxe muitos aprendizados para mim, porém nao consegui termind-la a
tempo para a apresenta¢do, sendo essa a razao de nao acrescentar mais contetido sobre ela.
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