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Introducéo

Estudamos, ao longo do segundo semestre de 2006, topicos em andlise real na reta.
Com as ferramentas adquiridas, nos dedicamos desde janeiro de 2007 ao estudo dos conceitos
matematicos presentes na teoria dos jogos e, principalmente, naqueles em que se baseia o
conceito de equilibrio de Nash. Com o exemplo simples (mas altamente esclarecedor e de
facil extensdo para n jogadores) de dois jogadores, mostramos primeiramente as condi¢des
que devem ser atendidas por dominios, estratégias e pelas fungdes de utilidade para que exista
um equilibrio de Nash. Finalmente, utilizando o teorema do ponto fixo de Brouwer, provamos
a existéncia de tal equilibrio.

Teoria dos Jogos

A teoria dos jogos ¢ uma teoria matematica utilizada para modelar fendmenos que se
manifestam quando dois ou mais agentes de decisdo interagem entre si. Ao utilizar esses
modelos, podemos formular uma linguagem comum aos mais diferentes tipos de jogos, o que
facilita o estudo e analise dos resultados dessas interagdes. Apesar de ser um campo de estudo
intimamente ligado a matematica, o escopo das areas onde se aplica a teoria dos jogos € tao
extenso quanto diversificado. O resultado de elei¢des, a dominancia de uns genes sobre outros
na evolucdo genética, a dinamica dos leildes, a filosofia, a antropologia, as fontes de
informacdes do jornalismo e importantes conceitos econdomicos sao exemplos dessas areas.
Mas, afinal, o que € um jogo?

Formalmente falando, um jogo tem alguns elementos basicos: um conjunto finito de
jogadores definido por G = {g;, g, ..., g»}. Cada jogador g; € G possui um conjunto finito de
estrategias S; = {si1, Si2, ... , Simif. O conjunto de todos os conjuntos de estratégia forma, assim,
o produto cartesiano

S = H”i=ISi=SI XS X ... x Sn,

chamado de espago de estratégia do jogo. Para cada jogador g; € G existe uma funcdo de
utilidade

U:S— R
s —Ui(s)

que nos da o “bem estar” ou payoff U, (s) imagem de um vetor s € § para o jogador g;
associado a esse perfil de estratégia.

Dados esses elementos, podemos notar que o resultado do jogo para cada um dos
jogadores g; nao depende apenas de suas escolhas individuais, s;,;, € sim do “encontro” das
escolhas de todos os jogadores de G. Representamos esse encontro pelo vetor s.

O jogo que acabamos de definir possui estratégias discretas e finitas. No entanto, mais
importante para este projeto ¢ trabalhar com jogos em que as opgdes de estratégia de cada
jogador estejam em conjuntos continuos e, portanto, todos os jogadores tenham a sua
disposi¢do infinitas estratégias dentro de um intervalo. Em uma defini¢do mais formal,
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continuamos com um conjunto finito de jogadores definido por G = {g;, g, ... , g,}. Cada
jogador g; € G possui agora um intervalo compacto de estratégias I; = [a;, b;]. O conjunto de
todos os intervalos forma, portanto, o produto cartesiano

I=T"=li=1 XL, x... X1,

que podemos chamar de espaco de estratégia continua do jogo. Vale ressaltar que o espago
gerado € compacto e convexo, pois € produto de intervalos também compactos e convexos.
Para cada jogador g; € G existe uma fungao de utilidade

U:1T— R
x— U (x)

que nos da o “bem estar” ou payoff U; (x) imagem de um vetor x € [ para o jogador g;
associado a esse perfil de estratégia, em que x = (x;, x2, ..., X,) com x; € [,.

Um Breve Historico

As primeiras referéncias conhecidas a teoria dos jogos datam do ano de 1713, na
correspondéncia de James Waldegrave a Nicolas Bernoulli. Em carta, ele apresenta sua
analise do jogo de cartas Le Her, para o qual propde uma solugdo estratégica. Waldegrave,
porém, ndo se aprofunda em uma andlise tedrica mais geral de suas conclusdes.

Figura 1: James Waldegrave

O primeiro estudo mais formal em teoria dos jogos ¢ um trabalho sobre o duopoélio de
Antoine Augustin Cournot, publicado em 1838. No entanto, apenas em 1913 foi publicado o
primeiro teorema matematico sobre o tema, de autoria de Ernst Zermelo, que define o jogo de
xadrez como estritamente dominado, isto €, um jogo em que a cada etapa da partida pelo
menos um dos jogadores possui uma estratégia que lhe trard a vitoria ou conduzira o jogo ao
empate. Emile Borel foi outro grande matematico que se interessou pelos jogos. Publicou
quatro artigos sobre jogos estratégicos e acreditava que a guerra € a economia podiam ser
estudadas de forma semelhante.

Apesar de todos estes avancos, a teoria dos jogos foi encarada como uma area menor
da matematica ainda por muitos anos. Foi apenas com o matemadtico hungaro John Von
Neumann que a situacdo comecou a mudar. Com a publicagdo de uma série de trabalhos em
1928, ele provou, utilizando topologia e anélise, a existéncia de solu¢do em estratégias mistas
(quando se leva em consideragado a distribuicdo probabilistica sobre as estratégias puras) para
jogos finitos de soma-zero com dois jogadores. Em 1937, ele divulgou uma nova
demonstragdo com o mesmo resultado, considerada mais clara, usando o teorema do ponto
fixo de Brouwer.
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Figura 2: John Von Neuann

Von Neumann dividiu com o economista Oscar Morgenstern a autoria do cléssico
“The Theory of Games and Economic Behavior”, publicado em 1944. A obra ¢ considerada
um marco na histéria da teoria dos jogos, devido ao enorme impacto no estudo da matematica
aplicada e na teoria das decisdes econdmicas.

John Forbes Nash Jr., em uma série de estudos publicados ao longo do ano de 1950,
realizou avancos enormes ¢ definitivos. Dentre esses estudos, os de maior relevancia para
nossa analise sdo “Equilibrium Points in n-Person Games” e “Non-cooperative Games”, nos
quais Nash provou a existéncia de equilibrio para jogos ndo-cooperativos de estratégia mista.
E justamente este equilibrio que convencionamos chamar de equilibrio de Nash.

Figura 3: John F. Nash Jr.

Por suas contribuicdes a teoria dos jogos, John Nash, John Harsanyi, e Reinhard Selten
receberam o prémio Nobel de economia em 1994.

Desenvolvimento

Antes de tudo, cabe uma definicdo. Um equilibrio de Nash ¢ uma situacdo na qual,
dadas as decisdes tomadas pelos outros competidores, nenhum jogador pode melhorar sua
situagdo mudando sua propria decisao. Em outras palavras, ndo had incentivos para tal
mudanca. Utilizando a defini¢do formal de um jogo jé& apresentada, podemos dizer:

Um vetor x = (X}, X,, ..., X,) €1, ¢ um equilibrio de Nash se, para todo i, ocorre que

Ui (X, X.)>Us(xy X.) Vx; € I,



Departamento de Matemdtica

em que “—i” representa todos os jogadores, exceto i.

O célebre “dilema dos prisioneiros”, formulado por Albert W. Tucker em 1950,
oferece uma boa ilustragdo deste conceito.

O dilema surge na seguinte situacdo: dois suspeitos, “A” e “B”, sdo acusados de um
mesmo crime. Presos em celas separadas e sem possibilidade de se comunicarem, uma
proposta lhes ¢ feita: cada um deles pode escolher entre confessar ou negar o crime. Se ambos
negarem, serao presos por um ano. Se os dois confessarem, serdo presos por trés anos. Mas, se
um deles confessar e o outro negar, o que confessou serd libertado imediatamente enquanto o
que negou sera submetido a pena de 10 anos de prisdo. Temos assim os seguintes resultados:

Prisioneiro B

Confessar Negar
Confessar (-3,-3) (0, -10)
Negar (-10, 0) (-1,-1)

Prisioneiro A
Tabela 1: Matriz de payoffs do Dilema dos Prisioneiros

Vemos na matriz de payoffs acima que, atendida a hipotese de auséncia de um acordo prévio
entre os prisioneiros, tenha o outro confessado ou negado, ¢ sempre melhor confessar. Assim,
o ponto (Confessar, Confessar) representa um exemplo de equilibrio de Nash. Isso fica mais
claro analisando a questdo do ponto de vista de cada jogador. Eles raciocinam da seguinte
maneira: “O outro prisioneiro pode, assim como eu, negar ou confessar. Se ele confessar, o
melhor que posso fazer é confessar também, ja que ficarei preso por trés anos no lugar de 10
anos. Se ele negar, o melhor para mim ainda é confessar, pois assim estarei livie em vez de
condenado a um ano. Nos dois casos, o melhor é confessar, portanto, eu confessarei”. Como
ambos os prisioneiros, se forem racionais, pensardo dessa maneira, ficardo presos por trés
anos.

O resultado do dilema dos prisioneiros nos permite fazer observagdes bastante
interessantes. Nao ¢ dificil perceber que o ponto de equilibrio de Nash ndo ¢ eficiente no
sentido de Pareto, isto €, existe uma maneira de melhorar a situagdo de um dos jogadores sem
piorar a situa¢do do outro. De fato, o equilibrio ¢ o Ginico que ndo ¢ 6timo de Pareto! Na
verdade, nesse jogo existe uma forma de melhorar a situagdo de ambos os jogadores
concomitantemente. Se ambos cooperarem se deslocando para o ponto (Negar, Negar) terdo
dois anos a menos de pena. Mas por que isso ndo ocorre? A resposta reside no fato de que o
ponto (Negar, Negar) ndo obedece a racionalidade. Estando nesse ponto, os dois terdo um
incentivo enorme a confessar o crime: sua liberdade. A desconfianga os leva a confessar o
crime.

Vejamos agora outros exemplos de jogos. Ha aqueles em que ha mais de um equilibrio
de Nash e outros em que eles ndo existem para estratégias discretas, ou puras.

A “batalha dos sexos” descreve a seguinte situacdo: um casal deseja sair. Ele gosta
mais de futebol e ela gosta mais de ir ao cinema. Se eles vao juntos ao futebol, ele tem
satisfacao maior que ela. Se forem ao cinema, ela tem satisfagao maior que ele. Finalmente, se
ambos sairem sozinhos, ficardo igualmente insatisfeitos. Podemos representar a situagcdo na
matriz de payoffs, em que os numeros representam uma ordenagao de utilidades, a saber, U,:
S—ReU,,: S—R..
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Ela
Futebol Cinema
Futebol (10, 5) (0,0)
Cinema (0, 0) (5, 10)

Ele
Tabela 2: Matriz de payoffs da Guerra dos Sexos

Observe que, nesse jogo, temos dois equilibrios de Nash. Os pontos (Futebol, Futebol)
e (Cinema, Cinema) satisfazem a definicdo formal discutida anteriormente. O que mais
importa para este casal ¢ estar junto. Se for no programa de sua preferéncia, tanto melhor.

Vejamos ainda o jogo “combinando moedas”. Nesse jogo os competidores exibem,
simultaneamente, as moedas que cada um tem em sua mao. Se ambas as moedas apresentam
cara ou coroa, o jogador 2 da sua moeda para o jogador 1. Se uma moeda apresenta cara e a
outra apresenta coroa, o jogador 1 ¢ que deve dar sua moeda para o jogador 2. Temos a
seguinte matriz de payoffs:

Jogador 2

Cara | Coroa
Cara [ (1,-1)| (-1, 1)
Coroa | (-1, 1) | (1, -1)

Jogador 1
Tabela 3: Matriz de payoffs para Combinado Moedas

Note que, nesse jogo, os interesses dos jogadores sdo completamente opostos. O ganho
de um ¢, sempre e na mesma medida, a perda do outro. Isso dificulta a existéncia de um
equilibrio, a0 menos em estratégias discretas, como veremos mais adiante. Assim, 0
combinando moedas com estratégias puras € um jogo em que nao ha um equilibrio de Nash.

A Demonstragao

Todos os jogos apresentados até agora tém estratégias discretas (Confessar ou Negar),
(Cinema ou Futebol), (Cara ou Coroa). Mais interessante e util para nosso trabalho ¢ ter
estratégias continuas que podem representar precos, decisoes de producao ou qualquer outra
situacdo em que os resultados individuais dependam das decisdes de outros agentes.

Suponha um jogo com dois participantes, “1” e “2”, que escolhem estratégias no
intervalo [0,1]. Temos assim

L=[01]el,=[0,1]

e o dominio /; % I, serda o quadrado compacto de lado 1. O bem-estar ou utilidade de cada
jogador ¢ dado pelas fungdes

Ui:; xL—>ReUy I; xI, > R.
Como vimos anteriormente na definicdo de um jogo, o bem-estar de cada jogador nao

depende somente da escolha que ele proprio faz, mas também da escolha feita pelo outro
jogador.
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A partir destas func¢des-utilidade, definimos agora
@1.’ ]2 —>11 € @2.’ ]1 —’]2

como sendo fungdes tais que, dada a decisdo de um dos jogadores, @; leva o outro a tomar

uma decisdo que maximize sua utilidade. Por exemplo: @; leva x* no unico X; que
maximize a utilidade do jogador 1, ou seja, o ponto (@; (x*;), x*;) sera tal que

U, (;1,)6*2) > U (x1, x*) ¥V x; € I

e, equivalentemente, o ponto (x*;, @, (x*;)) sera tal que
Us (x*), X5) > U, (x*], x3) v X, € I,

E facil notar que X; é melhor que qualquer outra estratégia & disposigdo do jogador i dado que
o outro jogador escolheu a estratégia x*;.
Se considerarmos o produto @; x @, obteremos uma aplica¢ao

b: I XIZ_)I] X I,

que leva o par (x*;, x*;) no par (®@; (x*;),®d, (x*;)); os pontos fixos desta aplicagdo serdo
equilibrios de Nash no jogo. Logo a demonstragao da existéncia de um equilibrio de Nash se
resume a obter um ponto fixo da aplicacdo @; x @,. De fato, o teorema de Nash nos da a
seguinte informagao:

Teorema de Nash: Todo jogo finito, isto ¢, com finitos jogadores € um conjunto
compacto e convexo de estratégias, tem uma solu¢do em estratégias mistas.

A prova deste teorema utiliza conceitos que exigem matemadtica relativamente
avan¢ada. Em nossa demonstracao, faremos uma hipdtese adicional (a concavidade na préopria
estratégia) que facilitard enormemente a compreensdo dos passos da demonstragdo, mas
compromete em muito pouco a for¢a do resultado final, que ¢ a prova da existéncia do
equilibrio de Nash.

Algumas condi¢des devem ser atendidas para que as @; sejam realmente fungdes bem-
definidas. Para garantir a boa-definicdo de @;, as fung¢des-utilidade U; e U, devem ser
continuas, pois segue entdo pelo feorema de Weierstrass que existem pontos que maximizam
Uy (- x*)e U (x*, - ),jaque I; e I, sio compactos. No entanto, por si s6 a continuidade das
fungdes-utilidade ndo ¢ o bastante para afirmar que cada @; ¢ funcdo bem-definida, pois
podem existir varios pontos que maximizem @; nos dados intervalos. Queremos, portanto,
uma condi¢do que garanta a unicidade do ponto maximizante de utilidade. Essa condi¢ao ¢ a
concavidade das fungdes-utilidade em cada estratégia. Como foi mencionado, a demonstragao
de Nash ndo tem essa condi¢ao como pré-requisito, pois qualquer jogo finito em estratégias
mistas tem solu¢do. No entanto, para nossos objetivos, ela ¢ altamente valida e simplificadora.
Nos termos formais de um jogo definidos anteriormente, isso quer dizer que, uma vez fixadas

as escolhas de todos os outros jogadores “— i, a fungdo U; (x;, X_;): I[; — R que relaciona
unicamente as escolhas do jogador i com sua utilidade deve ser concava em /;. Observe dois
casos extremos:
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Ux) 7 )

Figura 4: exemplo de infinitos maximos Figura 5: concavidade - um Gnico maximo

Podemos provar que a concavidade implica na unicidade do ponto maximo
demonstrando que se existissem dois maximos, por exemplo, em dado intervalo, a fun¢do ndo
poderia ser concava nesse mesmo intervalo.

Tome x e y € Ital que x # y, ambos pontos de maximo de /> R = R em [, portanto,

f@)=f0)=f() VzEL

Dado 0 <t < 1, da definicao de concavidade estrita atirmamos que

flx+(1-1)y)>tf(x)+(1-1).f(0)

temos por hipdtese que f (x) = f (v) e x e y sdo maximos, um absurdo, ja que esta Ultima
equagao nos informa que uma média ponderada qualquer de x e y possui imagem de valor
maior que f (x) = f(y). Tal fato mostra que f's6 pode ter um méaximo em / se f for concava.

Para garantir a concavidade, bastara para nossos objetivos supor que a segunda
derivada de U; seja negativa no intervalo /0, /], uma vez fixada a escolha do outro jogador.
Utilizaremos o teorema do valor médio para provar que f"’(x) < 0 implica em concavidade.
Suponha

f*R > Rtalquef (x) <0V x € [a, b].
Sabemos que f'¢ concava se

fx)=f(a)+f (@).(x-a),

ou seja, f'¢ concava se esta localizada abaixo da reta que tangencia fno ponto a, fato ilustrado
no seguinte grafico de uma f qualquer:
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Figura 6

O teorema do valor médio garante que

3z € (a b)tal quef (z) =f(b)—f(a)/b - a.

Considere f'| (,; . Pelo teorema do valor médio

dz€ (ax)talquef (z) =f(x)—f(a)/x-a.

Remanejando a equagio obtemos

f)=f@+f).&x-a.

Como, por hipétese, /" < 0 e z > a, podemos afirmar que f* (z) < f” (a). Temos assim

f&)=f(@)+f @.(x-a)<f@)+[ (a).(x-a),

£, portanto, é concava.

Estabelecidas as condigdes para a existéncia de @; e @,, devemos nos voltar agora
para a necessidade de sua continuidade. Para tanto, demonstramos que, com as hipoteses
sobre as quais “construimos” as funcdes @i, elas serdo sempre continuas. Utilizando agora a
notagdox € [;ey € I, no caso de @,, teremos:

D) (y*) = X e 11/U1(;,y*)ZU1(x,y*) Vx €l

Afirmamos que @;: I, — I; é continua.
Suponha agora que a afirmagao ¢ falsa, ou seja, @;: I, — I; ndo € continua e, portanto,
existe uma seqiiéncia y, € I»>tal que

Yn — Y mas djl (yn) 7L’ dj] (y)

Tomando uma subseqiiéncia y, de y, temos @; () — x em que x ndo ¢ maximizante.
Concluimos que
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Ui (D (v).y) 2 U (x, y) e também que U; (P; (v), yu) — Ui (D1 (), ¥),

jaque U;: I; X I — R ¢ continua. Logo vemos que, para n grande o suficiente:

Ui (@1 ), y) = Ui (P1 ), ¥) € Ur (D1 i), yi) — Ui (%, ), com U; (D (v), y) = U; (x, y),

0 que ¢ um absurdo ja que @; foi construida como uma fun¢do maximizadora. O mesmo se
pode afirmar a respeito de @,. @; sdo, portanto, fungdes continuas.

Uma vez que a existéncia e a continuidade de @; e @, estejam garantidas, precisamos
de um argumento para garantir a existéncia de um ponto fixo de @; x @,, ou seja, de um
equilibrio de Nash. Utilizamos para tanto o seguinte teorema:

Teorema do Ponto Fixo de Brouwer: Seja B conjunto compacto e convexo. Se f* B =
B ¢ uma aplicagdo continua. Entdo existe x € B tal que f(x) = x.

Parte final da demonstra¢do do Teorema de Brouwer. Provaremos o teorema no caso
em que B ¢ uma bola fechada, e tomando como fato a seguinte (e dificil) proposicao: se B ¢
compacto entdo ndo existe nenhuma aplicagdo continua /> B — 9B tal que f| Oy = id| 05 A
Figura 7 ilustra essa “impossibilidade”:

Figura 7

Supomos, por contradigdo, que existe aplicagdo continua - B = B tal que f ndo
possui nenhum ponto fixo, ou seja, f (x) # x para todo x € B. Definimos entdo g: B = 9B da

seguinte maneira: g (x) = interse¢do com 9B do segmento de reta que comeca em f(x) e passa
POr X.

Intuitivamente vemos que g ¢ continua e, se x € 0B, vale que g (x) = x. Entdo g ¢
continua e g | Op= id| 04,0 que contradiz o fato citado cima.
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x = gfx)

g(x)

Figura 8: A funcdog: B > OB
Como no contexto de nosso jogo o dominio /; X/, € compacto e convexo € a aplicagao
&: I; x I, = I; x I, é continua, pois ¢ o produto de duas fungdes continuas @; e P,
podemos, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, afirmar que existe um ponto X € [; x [,

tal que @ (X) = X, ou seja, que existe um equilibrio de Nash.
Com um software de otimizacao, podemos encontrar e calcular os equilibrios de Nash
dos jogos citados ao longo do trabalho em estratégias mistas.
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Figura 9: Representacao grafica do Dilema dos Prisioneiros
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Figura 11: Representacdo gréafica do Combinando Moedas
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