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Introducao

O fluxo de curvatura média é o fluxo gradiente do funcional de &area no
conjunto de n-subvariedades de uma variedade riemanniana. Do ponto de
vista da andlise, este fluxo é governado por uma equacao parabdlica nao-
linear. Resultados classicos de andlise mostram a existéncia local do fluxo,
porém entender seu comportamento em grandes intervalos de tempo é um
problema dificil.

Fluxos auto-similares surgem como solugoes especiais do fluxo de cur-
vatura média que preserva a forma da subvariedade ao longo da evolucao. De
forma analitica, isto significa estabelecer uma ansatz particular para a EDP
descrevendo o fluxo, para assim eliminarmos a variavel tempo e reduzirmos
a equacao parabdlica para uma eliptica.

O mais simples (e mais importante) exemplo de fluxo auto-similar é
quando a evolucao da curva se da por meio de uma homotetia. Uma sub-
variedade auto-similar X com vetor de curvatura média H satisfaz o sistema
eliptico nao-linear

H4+MX*t =0,

onde X+ é a projecao do vetor posicao X no espaco normal. Se A é uma
constante positiva nao-nula, a subvariedade se contrai para um unico ponto
em tempo finito sob a acao do fluxo de curvatura média, tendo sua forma
inalterada durante o processo. Se A é uma constante negativa nao-nula, a
subvariedade ira expandir, novamente tendo sua forma inalterada — neste
caso a subvariedade é necessariamente nao-compacta. Se A é nula, temos o
caso das subvariedades minimas, que sao estacionarias sob a acao do fluxo.

O objetivo desse projeto é de encontrar exemplos de subvariedades la-
grangeanas que sao auto-similares. Nos baseamos sobre duas construcoes
dévidas a I. Castro e B.-Y. Chen (cf [CC]) e L. Castro e F. Urbano (cf [CU]).



Construcao

Proposigao 1 (/CC]) Sejay = (v1,72) uma curva legendriana parametrizada

por comprimento de arco em S® e a = (a1, a3) uma curva legendriana
parametrizada por comprimento de arco em H3.
A imersao

X: L xI, — C?
(5,1) = (n(s)aa(t), v2(s)az(t)),

¢ conforme e lagrangiana, seu fator conforme é
=l + o
e seu vetor de curvatura média é
H=e 2k, JX, + ko JX,),
onde k, e ko sao os funcoes curvatura de vy e o respectivamente.

Lema 2 Uma superficie de Castro-Chen é uma superficie auto-similar se e
somente se verifica as sequintes equagoes:

by + A i) = 0
ko — Mal,iaq) =0

Demonstracao.

Uma base do espago normal é dado por (Ng, V;) = (JX,, JX;). Da
Proposicao 1, temos que (ﬁ, Ns) = ky e (f_j, N;) = k. Por outro lado,
calculamos

(X, Ny) = (man, ivion) + (y2aa, ivhon) = |oa|* (1, i71) + |aal* (2, i75)

= (Jau]® = |e2?) (3, i1) = —(n, i71) = (A1, im)-



Entao projetando a equagao H+ XXt =0em N, nos temos
ky + Ay, im) = 0.
Da mesma forma calculamos
(X, Ny) = (man,inal) + (reaz, i7205) = |71 *(au, iaq) + [72[*(as, ia))

= (Jn]* + [2?){a, ia)) = —(a},iay).

Projetando a equagao em N; chegamos a segunda equacao do lema 2.

A préxima construgao é de Castro e Urbano.

Proposicao 3 ([CU]) Seja Y (z) = (Yi(2), Y2(2)) uma imersao lagrangiana
de uma superficie ¥ em C* e 1)y e 1y duas imersoes lagrangianas minimas
de My em S e de My em S*!. Entdo a sequinte imersio € lagragiana

X ZXM1XM2 — Cn+1
(Z,:L‘,y) = (}ﬁ(z)@bl(x),YQ(z)@/JQ(y)),

e seu angulo lagragiano é dado por
fx = Py +pargYi + qargY.

Lema 4 Assuma que a imersao lagrangiana Y (z) € uma imersao de Castro-
Chen Y (s,t) = (m(s)ai(t),v2(s)as(t)). Entdo sua curvatura média € dada
por

L . p q o iay) (-2 4 4
H 2u k / - NS—|— ka ,7 N ’
€ (( v+ im) <|71|2 |72|2>) ( o fen) (|a1|2 |a2|2)) t)

onde Ny e N; sao dois vetores normais dados por
Ny = J(’Yial%ﬁé%%)

Ny = J(mnaqihr, y20hths)

Consequentemente, a imersao X € auto-similar se e somente se as duas
equagoes abaixo sao verificadas

. p q
ky + (1,4 ()\Jr — >:0
! <1 1> |71|2 |72|2

ka+<o/1,ioz1><—A+ LA >:0



Demonstracao.
Aplicando a férmula para o angulo lagragiano de [CU] para o caso especial
da superficie de Castro-Chen nés temos

Bx = By +pargy + qargye + So + pargay + qarg as

dai

= (Vi) (i)
H Ny =k, +p —q .
< > ! ‘71\2 ”72’2

Por outro lado,
<X; Ns> = (’Y1Oélwla J71a1¢1>+<72042¢27 J’VQO@%) = ’&1|2W1|2<’Yl7i’71>+’a2\2|¢2|2<72,’i’7§>

= (Ja1]* = |aa*)(m, 7)) = —(m, 7)) = (1, i7)-

Entao projetando a equacao auto-similar H + AX* = 0 sobre N, nos d4 a
primeira equacao do lema 4.

De forma similar, (X, N;) = —(a},iaq). Projetando a equacao auto-
similar sobre V; resulta na segunda equacao do Lema 4.

Seja n um vetor normal a imersao v;. Entdo N := (y;aqn,0) é normal
4 X. E imediato verificar que (N, X)=0e <I:[, N) = 0, o que completa a
demonstragao.



Estudo da curva esférica

Seja v = (71,72) uma curva legendriana e £ = (£1,&, &) € S?*(1/2) ~ CP! a
imagem de 7 pela projecao de Hopf, isto é, & +i&s = 2719 e &3 = |y1]* — 12|

Vamos usar as coordenadas esféricas de S: 2£(s) = (sin ¢(s)e®), cos ¢(s)),
onde ¢ € St and ¢ € (0, 7). Entao 2¢'(s) = ((¢' cos p+if' sin ¢)e'?, —¢' sin ¢).
Consideramos o triedo ortonormal (ey, €3, €3) com e; = £, e = (cos ¢e’?, — sin @)
e e3 = (ie?,0), logo €'(s) = ¢'ey + ' sin gesz. Como &£(s) é parametrizado
por comprimento de arco, existe uma funcao a tal que 2cosa = ¢’ and
2sina = #'sin ¢.

Entao calculamos

" = o/(— sin ey + cos aegz) + cos aey + sin ey,

Por outro lado, e = —6'(e%,0) logo (€}, e3) = — (e}, e2) = 0’ cos ¢. Segue que
a curvatura de ¢ em S?(1/2) é dada por

(1) ke = (n,&") = o + 6’ cos ¢.

Reciprocamente, seja c(s) = (a(s), #(s)) uma curva fechada no cilindro
S x (0, 7). Isto define localmente uma curva esférica de velocidade unitéria
2£(s) = (sin ¢(5)e™®) cos ¢(s)), onde 6 é definido por ¢’ = 221“73 Observamos
que 0 esta definido a menos de uma constante aditiva; mudar o valor da
constante produz uma rotagao em torno do eixo vertical de S*(1/2).

E evidente que € é fechada se e s6 se O(c) = 2]62%3 € 21Q. Agora
consideramos o levantamente legendriano v de £. Seu angulo legendriano (3
estd definido localmente por 3'(s) = ke = o/ +6' cos ¢ e esta definido também
a menos de uma constante aditiva. Entao quando a curva legendriana ~ é
fechada? E claro que uma condicao necessaria é que £ seja fechada, mas isso
nio é suficiente. Seja ¢ : [a,b] — S* a parametrizacdo de uma curva esférica
fechada tal que &(a) = £(b), entao v(b) = eBy(a), onde B = fab B'(s)ds.
Entao se B ¢ miultiplo de 27, a curva v é fechada. Se B pertence a 27Q,
entao "levantando diversas vezes”a curva &, obtemos uma curva legendriana

fechada ~.



Resumindo, seja ¢ = (a(s), ¢(s)) uma curva fechada em S x (0, 7). Entao
a curva legendriana correspondente em S® ¢ fechada se e 6 se ©(c) := 2 /.=

e ¥(c) := [ 2sinacot ¢ pertencem a 27Q.
Agora seja € = (&1,65,&3) € S ~ CP' a imagem de 7 pela projecao de
Hopf. Segue que a equagao (1) é equivalente a

' 2p 2q o
(2) k§+(§x§)3<)\+1+2§3—1_2€3)—0.

Para resolver a equacio (2) utilizaremos as coordenadas esféricas em S*:
2£(s) = (sin ¢(5)e™®) | cos ¢(s)), onde ¢ € St e ¢ € (0, 7).

Obervamos que 1 + 265 = 1 +cos¢p e (§ x )3 = —Smasmgzﬁ entao
deduzimos que a equagao (2) é equivalente ao seguinte sistema:

a/+9/c0s¢+sinasin¢(% + 1+CpOS¢ — lfcqos¢> =0
o = 2sine
¢ =2cosa

Eliminando a varidvel 6, ficamos com

{ o = sin o <(q*p)+(1’.+qf2) cosp >\su21_¢))

) s

¢ =2cosa
Este sistema admite uma integral primeira:
E(a, ¢) = sinasin ¢(1 + cos ¢) P/%(1 — cos ¢) "% exp(— cos ¢/4)

= sin a2 cos(¢/2) sin(p/2)(2 cos?(¢/2)) P/2(2sin%(4/2))) "2 exp(— cos /4)
= 217 FD/2 co51P(/2) sin'79(¢/2) exp(—A cos p/4).



Conclusao

Deduzimos do teorema de Cauchy-Lipschitz a existéncia de curvas solugoes
ao sistema (3). Dai decorre a existéncia de uma familia de subvariedades

lagrangeanas auto-similares em C".
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