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I ntroducéao

A Teoria dos Sistemas Dinamicos, ou mais exatamente Teoria Ergédica, tem sido
aplicada ao longo dos ultimos anos de diversas maneiras, podendo ser utilizada para resolver
problemas tanto de Teoria dos NUmeros e Topologia quanto outros que envolvem aplicactes
em Geometria Diferencial e Probabilidade. Por sua vez, através do estudo do comportamento
assintético das odrbitas de transformacdes (endomorfismos, difeomorfismos e fluxos), os
métodos de Sistemas Dindmicos também tém sido amplamente utilizados, podendo explicar
fendmenos complexos nas diversas ciéncias, como: Quimica (reagcbes quimicas, processos
industriais), Fisica (turbuléncia, transicdo de fase, 6tica), Biologia (competicéo de espécies,
neurobiologia), Economia (model os de crescimento econdmico, mercado financeiro) e muitas
outras.

O presente estudo teve como principal objetivo a compreenssdo de importantes
conceitos, teoremas e problemas envolvendo sistemas dindmicos e sua correlagdo com a
Teoria Ergbdica. Paratal, observamos alguns dos principais resultados da Teoria da Medida e
exemplos de medidas invariantes, como, por exemplo, a Transformagéo de Gauss. Estudamos
também o Teorema de Recorréncia de Poincaré.

TeoriadaMedida

Iniciamos o estudo revendo a Teoria da Medida e alguns de seus principals elementos
e resultados. Foram introduzidos alguns importantes conceitos, como nogdes de dlgebra e s-
algebra de conjuntos e técnicas para sua construcdo, espacos mensuraveis e espacos de
medidas. Nesse ponto, foram analisadas duas importantes classes de medidas. medidas de
Lebesgue em espacos Euclidianos e medidas produto em espaco de sequéncias, dém do
Teorema de Radon-Nikodym.

Teorema de Recorréncia de Poincar é

De posse do conhecimento desses importantes elementos, comecamos 0 estudo do
Teorema de Recorréncia de Poincaré.

Sabemos que um ponto qualquer x € M é tido como recorrente se sua trajetdria pelo
sistema dindmico f: M — M volta arbitrariamente perto de x quando o tempo va para o
infinito. Como a dinamica dos pontos ndo-recorrentes serg, em determinado sentido, sempre a
mesma, é fundamental compreender o conjuto dos pontos recorrentes, visto que ele contém
toda a dinémica interessante do sistema

No final do século X1X, Poincaré afirmou o seguinte enunciado: “Quase todo o ponto
é recorrente , relativamente a qualquer medida invariante finita do sistema dinamico”. E
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possivel inferir duas duas versdes desse enunciado, uma de linguagem mensuréavel e outra de
natureza topol gica.

Versdo Mensurével:

Inicialmente, considere sempre medidas 1 definidas na s-algebra de Borel do espaco
M. Podemos afirmar que 1 € uma probabilidade se u(M)=1. Mas na maior parte dos casos
serdo levadas em consideracdo apenas medidas finitas, ou sga, com p(M)<8. Podemos,
entdo, transformar 1 numa probabilidade ?. Paratal, basta definirmos:

v(E)= % para cada conjunto mensuravel E C M

Podemos caracterizar uma medida p como invariante pelatransformagéo f se:

u(E) = u(f"(E)) paratodo conjunto mensurivel E ¢ M

E possivel verificar a coeréncia dessa afirmacdo, uma vez que a pré-imagem de um
conjunto mensuravel por umatransformacgéo mensuravel ainda € um conjunto mensuravel.

Colocando em palavras, podemos dizer que a probabilidade de um ponto estar num

dado conjunto e a probabilidade dele de que suaimagem esteja nesse conjunto sdo iguais.

Teorema 1:

Sgjaf : M ? M umatransformacdo mensuravel e pu uma medida invariante finita.
SejaE = M qualquer conjunto mensuravel com p(E) > 0. Entdo, p-quase todo ponto x
€ E tem algum iterado f"(x), n = 1, que também esté em E.

Ou sgja, tal teorema afirma gque quase todo ponto de E regressa a E no futuro.

Demosntracao Teorema 1.
Representemos por E° o conjunto dos pontos x ? E que nunca regressam a E. O

nosso objetivo é provar que E° tem medida nula. Para isso, comegamos por afirmar
que as suas pré-imagens f "(Eg) sfo disjuntas duas-a-duas. De fato, suponhamos que
existem m > n = 1 tais que f "(Eo) intersecta f "(Eg). Seja X um ponto na

interseccdo e sgja y =f(x). Entdoy ? Epef™"(y) =f"(x) ? Eo, que esta

contido em E. Isto quer dizer que y volta pelo menos uma vez a E, o que contradiz a
definicdo de Eop. Esta contradicéo prova que as pré-imagens sdo disuntas duas-a-duas,
como afirmamos.

Isto implica que

el U FrRLEN) = Z u(f(E™) = Z w(E").
n=>0 n=I0 n=0
Na ultima igualdade usamos a hipétese de que u € invariante, que implica que
H(f "(Eg)) = W(Ep) paratodo n = 1. Como supomos que a medida é finita, a expressio
do lado esgquerdo € finita. Por outro lado, a direita temos uma soma de infinitos termos,
todos iguais. O Unico jeito desta soma ser finita € que as parcelas segjam nulas.
Portanto, devemoster u(Eo) = O, tal como foi afirmado.?
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E possivel mostrar ainda que este fato implica outro aparentemente mais forte: quase
todo ponto de E regressa a E infinitas vezes:

Coroléario 1:
Nas condi¢des do Teorema 1, para p-quase todo ponto x € E existem infinitos
valoresde n = 1 tais que f"(x) estaem E.

Demonstracao Corolério 1:
Para cada k = 1 vamos representar por Ex 0 conjunto dos pontos x € E que
regressam a E exatamente k vezes: existem exatamente k valores de n = 1 tais que

f(x) ? E. Observe que o conjunto dos pontos que regressam a E apenas um ndmero

finito de vezes é precisamente:
L Ee.
k=1

Portanto, para provar o corolério, basta mostrar que u(Ex) = 0 paratodo k = 1. A
demonstracdo sera por contradicao.

Suponhamos que U(Ex) > 0 para algum k = 1. Entdo, aplicando o Teoremal com
este Ex no lugar de E, obtemos que quase todo ponto x & E, tem algum iterado f"(x)
que estd emE,. Fixemos um tal x e denotemos y = f"(x). Por definicdo, y tem
exatamente k iterados futuros que estdo em E. Como y € um iterado de x, isso implica
gue x tem k + 1 iterados futuros em E. Mas isso contradiz o fato de que x £ Ex . Esta

contradicdo prova que Ex tem medida nula, relativamente a |, e portanto o corolério
esta demonstrado. ?

Versdo Topol bgica:
Podemos extender o conceito de recorréncia de um ponto utilizando vizinhangas.

Dizemos que um ponto X ? M é recorrente para umatransformacdo f : M ? M se, para

todavizinhanca U de x, existir algum iterado f"(x) que estaem U.
Na formulagéo topol dgica do teorema de recorréncia supomos que o0 espaco M admite

uma base enumeravel de abertos, ou sgja, um familia enumeravel {Uy : k ? N} de abertos

tal que todo aberto de M pode ser escrito como a unido de de elementos Uy dessa familia.
Esta hipétese é satisfeita na maioria dos exempl os interessantes.

Teorema 2
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Suponhamos que M admite uma base enumeravel de abertos. Sgaf: M ? M uma
transformacdo mensurdvel e g uma medida invariante finita. Entdo, p-quase todo

ponto x ? M érecorrente paraf.

Demonstracao do Teorema 2:
Para cada k representamos por U% o conjunto dos pontos x ? Uy que nunca

regressam a Uy. De acordo com o Teorema 1, todo U% tem medida nula
Conseguentemente, a unido enumeravel
v=|Jud
keH
tem medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema sera suficiente que mostremos
que todo ponto X que ndo estaem ? érecorrente. Isso é fécil, como veremos.

Sgax ? M\ ? esgaU uma vizinhanca qualquer de x. A definicdo de base de

abertos implica que existe algum k ? N tal quex ? Uy e Uy ? U. Como X ndo estd em

? , também x & U . Em outras palavras, x tem algum iterado f"(x), n = 1 que estd em
Uk. Em particular, f"(x) também estd em U. Como a vizinhanga U é arbitréria, isto
prova que X € um ponto recorrente, como haviamos afirmado. ?

Podemos, ainda, extender um pouco mais 0 enunciado de Poincaré e observar a
hipétese de finitude da medida. Veremos que ela ndo pode ser omitida.

E facil observar que, em geral, se omitirmos tal hipétese, as conclusdes dos Teoremas
1 e 2 ndo serdo mais vélidas. Observe 0 seguinte exemplo:
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Exemplo 1:

Sgjaf : R? Ratrandacdo de 1 unidade, isto é, f(x) =x + 1 paratodo x ? R.

E facil verificar que f deixa invariante a medida de Lebesgue em R (que € infinita).
Por outro lado, nenhum ponto é recorrente paraf.

No entanto, € possivel estender estes enunciados para certos casos de medidas infinitas
COMo o seguinte exemplo:

Exemplo 2:

Suponhaquef: M ? M éinvertivel e que u € uma medida s-finita invariante por f.
Mostre que, dado qualquer conjunto mensuravel E = M com p(E) > 0, quase todo
ponto X € E ou regressaa E ou “vai parainfinito”.

Podemos considerar o conjunto E*¢ dos pontos x € E que nunca regressam a E e tém
um ndmero infinito de iterados em My. Comegamos mostrando que o0s seus iterados
f"(E®) s dois-a-dois disjuntos. Usando que p(M,) € finito, podemos deduzir que
H(E*®) = 0 paratodo k.

Uma transformacdo f : M ? M diz-se invertivel se € uma bijecdo e a sua inversa é
também uma transformacdo mensuravel. Uma medida p diz-se s-finita se existe uma
seguéncia crescente de subconjuntos My cuja unido é o espaco M inteiro e tal que cada (M)
é finito. Neste caso, diremos que um ponto X “vai para infinito”se, para qualquer k, existe
apenas um numero finito de iterados de x que estdo em M.

Alguns Exemplos de M edidas Invariantes

Proposicao 1.
Sgaf: M ? M uma transformacéo e 1 uma medida. Entdo f preserva 1 se, e
somente se, paratoda funcdo integréavel f : M ? Rvale

/c:eflrr = /sacfrflrr.

Partindo dessa proposicdo, estudamos alguns exemplos de transformagfes com
medidas invariantes.

Expansdo Decimal:
Podemos caracterizar uma transformac&o decimal da seguinte maneira:
f:[0,1] ? [0, 1], f(x) = 10x - [10x]
onde [10x] representa 0 maior inteiro menor ou igual a 10x. Em outras palavras, f associa
acadax € [0, 1] aparte fracionaria de 10x.



Departamento de Matematica

-

R
: f5 G/& B/s 1
Figura 2.1: Transformacao parte fracionaria de 10z
A medida de Lebesgue 1 no intervalo é invariante pela transformacdo f, isto €, satisfaz
aseguinte condico: p(E) = u(f*(E)).
Comecemos por supor que E é um intervalo. Entdo, como ilustrado na Figura 2.1, a

pré-imagem f *(E) consiste de dez intervalos, cada um deles dez vezes mais curto do que
E. Logo, a medida de Lebesgue de f }(E) éigual & medida de Lebesgue de E. Isto mostra

que tal condicédo € satisfeita no caso de intervalos. Por outro lado, a familia dos intervalos
gera a s-algebra de Bord de [0, 1]. Portanto, para concluir a demonstracdo basta usar o

seguinte fato geral:
Lema 1.
Sgaf: M ? M uma transformacdo mensurdvel e 4 uma medida finita em M.

Suponha que existe uma sub-dlgebra geradora | da s-algebra de M ta que
U(E) = u(f Y(E)) paratodo E £ I. Ent&o 0 mesmo vale para todo conjunto mensuravel

E, isto € amedidap é invariante por f.

Depois de provar que a medida de Lebesgue é invariante pela transformacédo f,
podemos utilizar o Teorema de Poincaré e obter conclusdes bastante interessantes.
Comecemos por observar que f tem uma expressdo muito simples em termos de

expansdes decimais: se x € dado por
X =0, aodpas - - -
coma? {0,1,23,45,6,7,8, 9}, entdo a suaimagem é dada por
f(xX) =0, gz - - .
Com isso, fica muito fécil escrever a expressdo do iterado n-ésimo, para qualquer
n=1
f'(x) = 0, @am1an2- - -

Agora, sgja E o subconjunto dos x ? [0, 1] cuja expansdo decimal comega com o

digito 7, ou sgja, tais que & = 7. De acordo com o Corolario 1 (da versdo mensurével do
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Teorema de Poincaré), quase todo elemento de E tem infinitos iterados que também estéo
em E. Levando em conta a Ultima expressdo, isto quer dizer que existem infinitos valores

de n tais que a, = 7. Portanto, provamos que quase todo nimero X cuja expansao decimal
comega por 7 tem infinitos digitosiguaisa 7!

Também podemos utilizar outros digitos no lugar do 7 e, ainda, extender o conceito
para blocos de digitos.

Partindo do Teorema Ergodico de Birkhoff, podemos concluir também que para quase

todo nimero x € [0, 1], todo digito aparece com frequéncia 1/10 na sua expansdo
decimal.

Transformagéo de Gauss:
A Transformacéo de Gauss é definida por: G:(0,1] = [0,1]

6 =1- [}

Ou sgja, G(x) = parte fracion&ria de

[] 14 179 1/2 J.
Figura 2.2: Transformacao de Gauss

Observamos que:

Sex € (1/2, 1] ent”ao 1/x € [1, 2) e portanto a sua parte inteira[1/x] €igual a 1.
Isto quer dizer que neste interval o a transformacéo é dada por G(x) = (1/x) — 1.

Mais geralmente, se x ? (1/(k + 1), 1/k) paraagum k ? N entdo a parte inteira

de I/x éigua ak, etem-se G(x) = 1/x - k. Observe afigura datransformacao.

Note que G ndo esta definida no ponto x = 0. Além disso, G(1/k) = 0 paratodo k ?

N e portanto 0 segundo iterado G,(1/k) ndo esta definido nestes pontos (e o terceiro
iterado ndo esta definido nas suas pré-imagens, etc). Isto quer dizer, arigor, que G ndo é
um sistema dindmico, segundo a definicdo dada anteriormente. No entanto, isto ndo
coloca nenhum problema para o que pretendemos fazer. De fato, todos os iterados estéo
bem definidos no conjunto dos nimeros irracionais. basta observar que a imagem de um
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irracional também é irracional. Isto é suficiente para 0s nossos objetivos porque sempre
tratamos de propriedades que valem para quase todo ponto, e o conjunto dos nimeros
irracionais tem medida de Lebesgue total no intervalo.

O gue torna esta transformacdo interessante do ponto de vista ergédico € que G
admite uma probabilidade invariante que é equivalente a medida de Lebesgue no
intervalo. De fato, considere a medida definida por

p(E) = ﬁu’.r' para cada mensurdvel E C [0, 1]
Jg 1+
onde ¢ é uma constante positiva. Note que a integral estd bem definida, ja que a funcéo
integranda é continua no intervalo [0, 1]. Note também que

& e . . N
5% m(E) < pu(E) < cem(E) para todo mensurdvel E C [0,1].

Em particular, u é de fato equivalente a medida de Lebesgue m: as duas medidas
tém os mesmos conjuntos com medida nula.

Proposicéo 2:
A medida p € invariante por G. Além disso, se escolhermos ¢ = 1/log2 entdo U é
uma probabilidade.

Demonstracdo da Proposicao 2:
Vamos usar o seguinte critério: amedida p é invariante por G se tivermos

plx) L o c
Z ()~ PV onde p(z) = ;——
zef-1{y)
paratodo y. Comece por observar que caday tem exatamente uma pré-imagem Xy, em
cadaintervalo (1/(k + 1), 1/k], dada por |

G(ry) = I —k=y £ E= m
Note também que G’ (x) = (1/x)’ = - 1/x% Portanto, podemos substituir a primeira
igualdade por:

x P *

. Cx, ¢ . 1 __¢
Zl+.ra- Ly & Z";;—L“J{y—k—lj: l+y

k=1 k=1 "

Para verificar que estaigualdade é realmente satisfeita, observe que
1 1 |

(y+k)y+k+1) y+k B y+k+1

Isto quer dizer que a Ultima soma em pode ser escrita na forma telescopica: todos os
termos, exceto o primeiro, aparecem duas vezes, com sinais contrarios, e portanto se
cancelam. Logo a soma é igual ao primeiro termo, que é precisamente o que se afirma
naigualdade. Isto prova ainvariancia.

Finalmente, usando a primitiva c log(1 + x) dafuncéo ?(x) vemos que

T
u([0,1]) = / ; -il— dr = clog2.
Jn €I

Logo, escolhendo ¢ = 1/ log 2 obtemos que 1 € uma probabilidade. ?
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Utilizando alguns conceitos de Teoria Ergddica, obtemos algumas conclusdes
bastante interessantes, como 0 seguinte teorema:

Teorema 3:
A transformacado de Gauss é ergodica com relacdo a medida de Gauss .

Em Teoria dos NUmeros, também foram obtidos outros resultados.

Verificamos que , para quase todo nimero Xo € (1/8, 1/7) o nimero 7 aparece
infinitas vezes na sua expansdo em fracdo continua, isto é tem-se &, = 7 parainfinitos
valoresden £ N.

Extendendo um pouco mais esse conceito, podemos também determinar a
frequéncia com que um determinado nimero natural aparece na sequéncia de
guocientes de quase todo numero real x:

Proposicéo 3:
Para quase todo nimero x £(0,1], a frequéncia com que aparece um numero k € B
na expansao em fraces continuas [ay(X), ax(X), ...] de x verifica:
1
- Hi € [Lma () = k) 1':'%(1 W)
11T =
m—voo n log 2

= u(l,)

Também foram estudados Sistemas Conservativos e Deslocamentos (“shifts’) de
Bernoulli.
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Conclusdes

O presente estudo permitiu uma maior compreenssao de alguns importantes conceitos,
teoremas e problemas envolvendo sistemas dindmicos e de sua correlacdo com a Teoria
Ergodica. Esse novo conhecimento possibilitou, por exemplo, o entendimento de
propriedades sobre a distribuicdo de digitos na expansdo de fracBes continuas de quase todo
nimero do intervalo [0,1), que é um conjunto de medida Gauss total. Utilizando as conclusdes
sobre a ergodicidade da Transformagdo de Gauss, o Teorema de Birkhoff e os conceitos das
medidas de Gauss e Lebesgue, foi possivel obter a frequéncia com que um determinado
nimero natural aparece na sequéncia de quocientes de quase todo nimero real X.
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