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Introducao

A teoria da probabilidade, assim como grande parte da matematica, estd intimamente
relacionada a fisica como solugdo de problemas e intuicdo para resolu¢do de diversos
questionamentos. Neste projeto, analisamos a a¢do combinada entre fisica e matematica em
termos da correlacdo entre passeios aleatorios e circuitos elétricos. Para isso, ¢ de importancia
central considerar o teorema de Polya, o qual afirma que um passeio aleatério em uma rede
infinita num espaco de dimensao d esta indubtavelmente fadado a retornar ao ponto inicial
quando d = 2, todavia possui probabilidade positiva de escapar para o infinito sem retornar ao
ponto inicial quando d = 3.

O intuito do projeto € interpretar este teorema como uma afirmagdo sobre circuitos
elétricos, e entdo visualiza-lo usando de técnicas da teoria classica da eletricidade e de
conhecimento anterior.

Inicialmente nos restringimos ao estudo de passeios aleatorios em redes finitas. Aqui
estabelecemos a conexdo entre os conceitos de corrente elétrica e voltagem e passeios
aleatorios descritivos correspondentes observados como cadeias de Markov [1].

Em seguida, consideramos passeios aleatorios em redes infinitas. Discutimos entdo
passeios em grafos infinitos mais gerais, e a partir do método de Rayleigh derivamos certas
expressoes do teorema de Polya [2].

Passeios aleatorios em uma dimensao

O conceito de passeio aleatdrio foi um dos primeiros a ser estudado na teoria da
probabilidade, pois constitui um papel importante em algumas das suas principais aplicagdes.
Um exemplo de um passeio aleatério pode ser descrito como se segue.

Um homem caminha por uma avenida com 5 quadras. Ele comeca na quadra x e, com
probabilidade 2 segue uma quadra para a direita, com probabilidade > segue uma quadra
para a esquerda; ao chegar na esquina seguinte, ele mais uma vez escolhe aleatoriamente sua
dire¢do ao longo da avenida. O individuo continua até chegar a esquina 5 ou 0, permanecendo
indefinidamente naquela que primeiro alcangar.

O problema a ser resolvido ¢ encontrar a probabilidade p(x) de que o homem,
comegando na esquina X, chegue em 5 antes de alcancar 0. Analisamos a seguir a mesma
situacdo, todavia descrita de maneira geral de modo a englobar todo e qualquer passeio
aleatorio em uma dimensao (avenida).

Considere um passeio aleatorio nos inteiros 1, 2, 3, ..., N. Seja p(x) a probabilidade,
comecando em x, de alcangar N antes de 0. Analisamos p(x) como uma fun¢do definida nos
pontos x =0, 1, 2, ..., N. A func¢do p(x) tem as seguintes propriedades:

(@) p(0) =0;

(b) p(N) =15

(¢) p(x) =% p(x-1) + Y2 p(x+1) parax =1, 2, ..., N-1.

As propriedades explicitadas decorrem dos conceitos anteriormente registrados e da
teoria da probabilidade condicional. Utilizando-as, determinamos um conjunto de N-1
equacgoes lineares cuja solugdo unica € p(x) = x/N.
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Considere agora o seguinte problema, aparentemente distinto do anterior. Sejam N
resistores iguais conectados em série e uma voltagem unitaria ligada aos extremos como na
Figura 1. Voltagens v(x) sdo estabelecidas nos pontos x =0, 1, 2, ..., N. Aterramos o ponto x
= 0 para que v(0) = 0 ¢ v(N) = 1. A questdo a ser respondida é qual a voltagem v(x) nos
pontos x entre os resistores. Pelas Leis de Kirchhoff e Lei de Ohm encontramos v(x) = %
v(x+1) + % v(x-1) e, mais uma vez, resolvendo equagdes lineares, determinamos que v(x) =
x/N.
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Figura 1

Sabemos que p(x) e v(x) sdo fungdes harmoénicas em S = {0, 1, 2, ..., N} com os
mesmos valores de fronteira p(0) = v(0) = 0 e p(N) = v(N) = 1. Encontrar explicitamente uma
funcdo harmodnica que satisfaca tais condicdes ¢ chamado problema de Dirichlet. Nesse
sentido, pelo principio da unicidade para o problema de Dirichlet, ndo podem haver duas
diferentes fungdes harmonicas satisfazendo as mesmas condigdes de fronteira. Portanto, p(x)
= v(x) pois apenas x/N satisfaz as condigdes impostas pelas duas. Isso significa que basta
resolver uma das situagdes descritas e a mesma solugdo se aplica ao problema semelhante no
outra campo.

Passeios aleatorios em duas dimensoes

Olhamos agora para o caso mais complicado de um passeio aleatério em duas
dimensodes. A Figura 2 ilustra um exemplo. Nesse caso, desejamos encontrar a probabilidade
de, comecando em um ponto interior x, alcangar um ponto de fronteira E antes de um ponto
de fronteira P. O passeio acontece por meio de cada ponto x = (a, b) para cada uma de suas
quatro vizinhangas (a+1, b), (a-1, b), (a, b+1), (a, b-1) com probabilidade %4. Chegando em
um ponto de fronteira ele permanecera neste, como previsto.
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Figura 2
O problema correspondente no campo da eletricidade ¢ o mostrado na Figura 3. Os

pontos P estdo aterrados e os pontos E conectados e fixados em uma voltagem unitaria por
uma bateria de 1V. Perguntamos novamente pela voltagem v(x) nos pontos interiores.
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Figura 3

Definindo fung¢des harmonicas em duas dimensdes e adaptando as propriedades
unidimensionais ao novo conceito no campo bidimensional, conseguimos mais uma vez
verificar que a fung@o que satisfaz os dois problemas e a mesma e, portanto, basta encontrar a
solugdo para um deles. Entretanto, encontrar a solugcdo exata para o problema de Dirichlet em
duas dimensdes ndo ¢ tarefa facil, entdo antes de resolvé-lo consideramos dois métodos para
gerar solugdes aproximadas.

O primeiro deles, chamado método de Monte Carlo, corresponde a realizar diversos
passeios aleatérios em x e encontrar a média final do resultado desses. Pela lei das médias (lei
dos grandes niimeros na teoria da probabilidade), a estimativa que obtemos se aproxima do
valor esperado final. A seguir (Figura 4) apresentamos a estimativa obtida apds 10.000
passeios aleatorios a partir de cada ponto interior, aproximando o valor final para cada x.
Quando obtivermos a solucdo exata para a situagdo, calcularemos o erro da aproximagdo do
método e veremos que, apesar de nao ser o método mais eficiente, oferece estimativa
relevante.
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O método da flexibilizacdo corresponde a “escolher” uma funcdo tendo valores de
fronteira especificos e valores aleatorios no interior e “ajustar” o valor destes para a média dos
vizinhos. Executando a mesma operacgao para os outros pontos interiores, a fungao resultante,
se ndo ¢ harmdnica, pelo menos ¢ aproximadamente harmoénica (mais do que aquela com a
qual comecamos). Repetindo o processo inimeras vezes, nos aproximaremos mais e mais da
solu¢do do problema de Dirichlet. A seguir (Figura 5) expomos os resultados encontrados
para o exemplo citado apés um numero de iteracdes o suficiente para encontrarmos valores
com a terceira casa decimal fixa (isto ocorre nas iteragdes 8 e 9). Veremos que esses
resultados estdo mais proximos da solucdo final do que aqueles determinados pelo método
anteriror.
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Figura 5

Resolvemos agora o problema de Dirichlet bidimensional utilizando sistema de
equacoes lineares. Encontraremos a solucdo do exemplo ilustrado para demonstrar as
operacdes e a Figura 6 expde mais uma vez o modelo, agora com os pontos interiores
nomeados a, b, ¢, d, e. Basta reescrever as equagdes lineares que descrevem o sistema na
forma matricial e, ap6s algum algebrismo e uma inversdo matricial, encontrar a solucdo x =
(Xa Xp X¢ Xq Xe) = (0,823 0,787 0,876 0,506 0,323). Para efeito de comparacao, as solucdes
aproximadas encontradas anteriormente sdo, respectivamente, Xmonte carlo = (0,824 0,785
0,876 0,503 0,317) € Xgexibilizagio = (0,823 0,787 0,876 0,506 0,323). Vemos que as
aproximagdes do método de Monte Carlo foram relativamente boas, com erro menor do que
0,01 e aquelas do método da flexibilizagdo foram 6timas, com erro quase ndo identificavel.
Devido a falta de praticidade e simplicidade do célculo exato usando os sistemas lineares,
vemos que os métodos de aproximacdo se mostram de grande relevancia na determinagdo de
um passeio aleatorio bidimensional.

!

1 0

= i —

Figura 6

Passeios aleatérios em redes mais gerais

Introduzimos agora redes mais gerais e a interpretacdo de um passeio aleatorio nas
referidas estruturas. Seja G um grafo conexo e suponha uma resisténcia Ry para cada aresta
xy. A condutincia da aresta Xy ¢ Cyy = 1/Ryy. Definimos um passeio aleatério em G como
uma cadeia de Markov com matrix de transi¢do P dada por Py, = Cy,/Cx, onde Cx = > Cyy.
Quando todas as condutancias de um circuito sdo iguais, o passeio aleatoério num grafo G
associado tem a propriedade de , para cada ponto, ter probabilidade semelhante de se mover
para cada um de seus vizinhos. A esse passeio aleatdrio nois referimos como passeio
aleatério simples em G. Todos os nossos exemplos citados até agora correspondem a
passeios aleatorios simples.

Faz-se de extrema importancia delinear a interpretagdo probabilistica de voltagem e
corrente em um circuito elétrico geral. Para isso, utilizamos de conceitos atrelados a
eletricidade, como as Leis de Kirchhoff e a Lei de Ohm e aplicagdo de cadeias de Markov e
fungdes harmonicas, da mesma maneira que nos argumentos anteriores. Em suma, quando
uma voltagem unitaria ¢ aplicada entre a ¢ b, sendo v, = 1 ¢ v, = 0, a voltagem vy, em
qualquer ponto x representa a probabilidade de um passeio iniciado em x retornar a a antes de
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alcangar b. No caso da corrente elétrica, quando uma corrente unitaria segue de b para a, a
corrente iyy circulando pelo ramo conectando x a y € igual ao niimero esperado de vezes que
um passeio, iniciado em a até alcangar b, percorrerd o ramo de x a'y. O valor dessas correntes
¢ proporcional ao valor da corrente formada quando uma voltagem unitaria e conectada entre
a e b, a constante de proporcionalidade sendo a resisténcia efetiva do circuito (Rggr).

Quando impomos uma voltagem v entre os pontos a ¢ b, uma voltagem v, = v ¢
estabelecida em a e v, = 0, € uma corrente i, = ) i,y S€guird no circuito proveniente de uma
fonte externa. A quantidade de corrente depende da resisténcia total do circuito. Definimos a
resisténcia efetiva Rgpp entre a ¢ b como Rgpr = v,/i,. A quantidade reciproca Cggr = 1/Rgpr
¢ a condutancia efetiva. Podemos interpretar a condutancia efetiva como uma probabilidade
de escape. Quando v, = 1, a condutancia efetiva se iguala a corrente ia circulando para a. Essa
corrente ia = ) (Va — Vy)Cay = CiPescape ONdE Pescape € @ probabilidade de, iniciado em a, o
passeio alcancar b antes de retornar a a. Entdo pescape = Cerr/Ca.

Lei da monotonicidade de Rayleigh

Segundo Rayleigh, se o valor das resisténcias de um circuito ¢ aumentado, a resisténcia
efetiva Rgpr entre dois quaisquer pontos pode apenas aumentar. Se o valor for reduzido, pode
apenas diminuir.

A prova dessa lei é simples. Considere i a corrente unitaria circulando de a para b com
resistores Ryy. Seja j a corrente unitaria seguindo de a para b com resistores Ryy* onde Ryy* >
Ry Entio Rerr* = % Yjxy Ry* = % YjxyRyy. Mas como j é corrente unitaria entre a e b,
sabemos por dissipag¢do de energia que % ijyszy >4 Zixyszy = Rgpy. Portanto Rgpp* >
Rerr. A prova para o caso de valores de resisténcias decrescentes ¢ analogo.

Problema da recorréncia de Pélya

Em 1921 George Pdélya investigou o comportamento de passeios aleatdrios em certos
grafos infinitos. Os grafos considerados por ele, aos quais nos referimos como trelicas, sdo
ilustrados na Figura 7. Denotaremos por 7% a trelica d-dimensional, com origem 0 = (0, 0, 0,
..y 0). Agora considere um ponto caminhando aleatoriamente nessa trelica. Isso significa,
como anteriormente, que ao alcangar um vértice do grafo, a probabilidade de seguir para
qualquer uma das 2d arestas vizinhas ao vértice ¢ 1/2d. Chamaremos esse passeio aleatdrio de
passeio aleatorio simples em d dimensées.
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Figura 7

A questdo proposta por Polya foi a determinar se o retorno do ponto que caminha pelo
grafo ao vértice de inicio do passeio € inevitavel. Se denotarmos a probabilidade do ponto
nunca retornar ao vértice de inicio de Pescape, €Nt30 0 passeio aleatdrio € recorrente se Pescape
= 0 ou transiente s€ Pescape > 0. Chamamos o problema de determinar a recorréncia ou a
transiéncia de um passeio aleatorio de problema do tipo.

Segundo o teorema de Pdlya, um passeio aleatorio simples em uma treliga de dimensao
d é recorrente se d =1, 2 e transiente se d > 2.
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Podemos determinar o tipo de uma trelica infinita pelas propriedades de grafos finitos
crescentes em tamanho que estdo contidos na primeira. Dessa maneira, a partir de uma analise
que exige geometria e defini¢des especificas de distdncias, chegamos a seguinte conclusio:
considerando prescape a probabilidade de um passeio aleatorio em G" (grafo criado a partir de
Z° retirando vértices distantes da origem de um valor maior do que r), iniciado em 0, alcangar
S" (pontos distantes exatamente r da origem) antes de retornar a ela, entdo Pescape = lim_o,
Pescape € @ probabilidade de escape para o grafo infinito. Se esse limite for 0, entdo o passeio
infinito € recorrente. Se for maior do que 0, entdo o passeio ¢ transiente. Veja um exemplo na
Figura 8.
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Para determinar prescape pela formulagdo da eletricidade, basta aterrar todos os pontos de
S', mantendo 0 em 1V, e medir a corrente circulando pelo circuito. Dessa maneira,
concluimos ap6s algum algebrismo e aplicagdes de eletricidade, que Pescape = 1/2dRgrr, ou
seja, o0 passeio € recorrente se € somente se a resisténcia efetiva do circuito vai ao infinito no
infinito, caso no qual pescape = 0. Veja o exemplo na Figura 9.
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As provas para o teorema de Pdlya sdo intimeras e vao desde a interpretacdo
probabilistica do processo até a observag@o baseada nos conceitos e leis da eletricidade. Para
maiores detalhes, veja [2].

Passeios aleatorios em circuitos infinitos

Seja (G, C) uma rede infinita com passeio aleatorio P. Considere 0 um ponto de
referéncia. Seja pescape @ probabilidade de que um passeio iniciado em 0 nunca retorne a 0. Se
Pescape = 0 dizemos que P € recorrente, € S€ Pescape > 0 dizemos que P € transiente. Mostramos
anteriormente que o problema do tipo € equivalente a um problema de circuitos elétricos
demonstrando que um passeio aleatério simples numa trelica é recorrente se e somente se a
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trelica tem resisténcia efetiva infinita no infinito. Os mesmos argumentos se aplicam, com
pequenas modificagdes e adaptacdes, ao caso de redes infinitas mais gerais. Isso significa que
podemos utilizar os mesmos métodos para determinar o tipo desses passeios, como o método
de Rayleigh.

Conclusoes

Inicialmente nos restringimos ao estudo de passeios aleatérios em redes finitas. Aqui
estabelecemos a conexao entre os conceitos de corrente e voltagem no campo da eletricidade
com as quantidades correspondentes nos passeios aleatorios observados como cadeias de
Markov.

Em seguida, consideramos passeios aleatorios em redes infinitas. Em relacdo ao
teorema de Polya e o problema em questdo, acumula-se uma bagagem de truques, conhecidos
coletivamente como “método de Rayleigh™”, cuja expectativa é a de que possibilite a
determinagdo de praticamente qualquer passeio aleatorio que possa ser apresentado.

Faz-se de extrema importincia ressaltar o importante papel das consideracdes
envolvendo o conceito de energia. Atualmente, devido a suas aplicagdes, esse ¢ considerado
talvez a mais importante teoria de toda a fisica. Refraseando nossos problemas probabilisticos
em termos fisicos, fomos naturalmente levados a consideracdes envolvendo energia, e essas
nos indicaram o caminho correto por meio das dificuldades de nossas definigoes.

O estudo tedrico permitiu um maior entendimento da estreita relacdo entre certos
questionamentos matematicos e termos da fisica, possibilitando estabelecer métodos e formas
de raciocinio que direcionassem as respostas dessas questdes. Nesse sentido, € inquestionavel
0 avanco no sentido da compreensao e familiaridade com conceitos envolvendo a respectiva
interdisciplinaridade.
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