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Introducéo

O Teorema de Riemann é um dos mais importantes resultados obtidos em Anélise
Complexa, um ramo da Matematica que tem se mostrado proficuo desde sua criacao, em fins
do século XVIII. Além de resultados muito importantes para o proprio aprimoramento da
Matematica, como o Teorema Fundamental da Algebra (toda equag&o polinomial possuira ao
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menos uma solugéo) e a curiosa relacdo € = —1, ateoria de funces de variaveis

complexas ndo pode ser qualificada de nada menor que essencial para areas como a Fisica
Quaéntica e Engenharia Elétrica.

Dentre matematicos importantes que contribuiram para seu avango, podemos citar
alguns como Euler, Gauss, Cauchy, Abel, Weierstrass, Picard, Poincaré, Hilbert e Riemann,
cujo Teorema € o foco deste projeto.

Objetivos

Estudar topicos de Analise Complexa, visando especialmente o Teorema de Riemann.
Desenvolver, a partir da literatura disponivel, uma demonstracdo envolvendo passos téo
simples quanto possivel. Desenvolver o raciocinio légico-matematico e a compreensdo de
funcdes de variavel complexa do orientado.

Definigdes
Primeiramente, faz-se necessario que alguns conceitos basicos de Analise Complexa
estudados sejam apresentados.
e Holomorfia: Dizemos que uma funcgio f é holomorfa em z, € U se existe 0

limite limmow:}”(zo). Como no dominio real, se uma funcdo for
holomorfa em todos os pontos de seu dominio, diz-se que a funcdo é holomorfa.
Holomorfia corresponde, portanto, a diferenciacdo complexa. De fato, como foi
estudado em resultados posteriores, fungdes holomorfas correspondem basicamente a
polinémios de grau infinito (devido a expansdo em Série de Taylor). Trata-se de uma
condicdo muito mais restritiva do que a diferenciacdo real, de modo que obtemos
resultados que em funcbes de variaveis reais ndo sdo validos. Podemos citar, por
exemplo, derivadas de funcdes holomorfas sdo holomorfas. A funcéo sin(z), o seno
complexo, por exemplo, €é holomorfa e sua derivada vale cos(z).

e Analiticidade: Seja U c Cum aberto. f:U — C é dita analitica se, para todo z,
em U, existe uma série de poténcias com raio de convergéncia p > 0 tal que para
todo z €Utalquelz—z)| <p, f(z)éigual ao valor da série de poténcias
avaliada em z. De fato, como funcbes definidas por séries de poténcias séo
holomorfas, toda funcdo analitica serd também holomorfa. Além disso, podemos
afirmar que funcdes derivadas de funcgdes analiticas sdo também analiticas, e toda
fungéo analitica é de classe c*. A funcéo



Departamento de Matematica

exp(z) , por exemplo, pode ser descrita como exp(z — z, + z,) = exp(z,) exp(z —

Zo) = fzo%fz")(z —z)" e é portanto analitica.
e Meromorfia: f: U — C é dita meromorfa se existe um conjunto P tal que as seguintes
condigdes séo satisfeitas: f é holomorfa em U — P; 0s pontos de P séo isolados, ou
seja, P €& discreto; os pontos de P sdo polos de f.
De fato, a condicdo de meromorfia estd associada a diferenciabilidade em C =CuU

{oo}. Por exemplo, f:C — {0} - Ctal que f(z) = 5 é meromorfa. Vale também
observar que toda funcdo holomorfa é também meromorfa.

e Anti-holomorfia: Fungdes anti-holomorfas correspondem a um conceito proximo da
holomorfia, mas, entretanto, distinto com respeito a variavel derivavel. Dizemos que
uma funcdo f: U — C é anti-holomorfa se ela for derivavel com respeito a z. Ou seja,
se f(Z) for holomorfa. Observe que a composi¢cdo de uma fungdo holomorfa com
outra anti-holomorfa é anti-holomorfa, enquanto que a composi¢cdo de duas funcdes
anti-holomorfas é holomorfa.

e Familia Normal de Funcgfes: Um subconjunto relativamente compacto de H (U),
fung¢des holomorfas de dominio U, é dito familia normal de fung¢des holomorfas.
A definicdo analoga existe também para familia normal de fungdes meromorfas. Esse
resultado se mostra importante na demonstracdo do Teorema de Riemann, uma vez
que o fecho em H(U) de uma familia normal de fun¢des holomorfas é compacto.

e Fungdes Univalentes: Uma funcédo f: U —» C, U sendo um subconjunto aberto do
plano complexo, ¢é dita univalente se ela for holomorfa e injetiva.

e Biholomorfismo (Equivaléncia Holomorfa): Dizemos que dois abertos de C, U eV,
sdo biholomorficamente equivalentes se existir uma funcdo holomorfa e bijetora
f:U—>V. E possivel demonstrar que, dado um biholomorfismo f:U =V,
temos que f~1:V - U também é holomorfa. Observe que uma fungdo univalente
g:U — C é também um biholomorfismo entre U e g(U). Um exemplo de equivaléncia
holomorfa, utilizando a exponencial complexa é mostrado abaixo. Nele, observamos
um retédngulo no plano complexo biholomorficamente equivalente ao quarto de anel de

raio externo e e raio interno e1.
Im
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Equivaléncia Conforme: Analogamente ao conceito de equivaléncia holomorfa,
podemos definir as equivaléncias anti-holomorfas. Denominamos uma equivaléncia
conforme f: U — V portanto uma equivaléncia holomorfa ou anti-holomorfa. Note que
a relagdo “U é conformemente equivalente a V” é uma relagdo de equivaléncia, o que
por conseqiiéncia nos da que “U é holomorficamente equivalente a V” também ¢é uma
relagdo de equivaléncia. Entretanto, “U é anti-holomorficamente equivalente a V”” ndo
constitui uma relagdo de equivaléncia.

Automorfismo: Denominamos um automorfismo de U uma equivaléncia conforme
f:U-U, holomorfo ou anti-holomorfo, conforme 0 caso.

Homografia: Uma homografia, também conhecida como transformacdo de Moebius,
é uma funcdo racional ndo-constante, que é o quociente de polindmios de grau menor

. .. n +b
ou igual a 1. Nos pontos finitos, podemos escrevé-la como f(z) = :;d, onde a

condicao de que a funcdo é ndo-constante fica explicitada por ad — bc # 0. Podemos
extender uma homografia a C colocando f (—%) = oo,sec # 0; f(o0) = %,se c#

0; f(0) = o0, se c = 0. Dentre algumas propriedades interessantes, podemos citar
que a composta de duas homografias € uma homografia, que a derivada de uma
homografia ndo se anula e que uma homografia possui uma inversa que também € uma
homgrafia. Além disso, se T # id é uma homografia, entdo T possui um ou dois
pontos fixos, ou seja, pontos tais que T(z,) = z,; e dados dois ternos de pontos,
distintos dois a dois, (z,2,,23) € (wy,w,, w3) pertencentes a C, existe uma Unica
homografia T tal que T(z)=wjparaj =1,23. Mostra-se ainda gque todo
automorfismo do disco unitéario centrado na origem D ¢é a restricdo de uma homografia
aD.

Homeomorfismo: Uma funcdo f: U — V é dita um homeomorfismo se for bijetiva,
continua e possuir inversa também continua. Observe que uma homografia define
também um homeomorfismo de C sobre C. Outros exemplos de homeomorfismos sdo
de D no quadrado unitario em C, e a construcdo da esfera de Riemann, que mostra que
a esfera unitaria de R®éhomeomorfaa C. Homeomorfismos sdo, portanto,
mapeamentos que preservam as propriedades topoldgicas de um dado espaco.
Grosseiramente falando, um homeomorfismo “estica e dobra” um objeto, dando-lhe
uma nova forma. Um outro exemplo famoso € o fato de que o torus é, topologicamente
falando, 0 mesmo objeto que uma xicara de café.
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Resultados Basicos

A demonstracdo do Teorema do Mapeamento Conforme de Riemann requer outros

importantes resultados. A demonstracdo explicita dos resultados mais conhecidos pode ser
encontrada na bibliografia.

Lema de Schwarz: Sejaf:D — Cuma fungio analitica,onde D = {z;|z| <
1}. Suponhamos f(0) = 0 e |f(z)| < 1 paratodo z € D.Entédo |f(2)| < |z|,para
todo z €De|f'(0)] <1.Alémdisto,se |f'(0)| = 1ouse |f(zy)| = |zo| para
algum z, € D — {0}, entédo f(z) = A z,onde |A| = 1.

Teorema de Hurwitz (Corolario):

Seja (f)ns1 uma sequéncia em M (U) (meromorfas de U,aberto conexo),tal
que f, = f € M(U),uniformemente nas partes compactas de U. Suponha
tambémz, € U um polo (resp.zero) de ordemk > 1de f.Paratodor > 0,
suficientemente pequeno, existe n, = n(r) = 1tal que se n > n,, entio f,
possui  k polos (resp. zeros), contados com multiplicidade em D(z,).

Teorema de Montel:
Um subconjunto de # (U) (holomorfas de U) é uma familia normal de fungdes
holomorfas se, e somente se, ele for localmente limitado.

Teorema 1:
Valem as seguintes propriedades:

(a) Qualquer automorfismo holomorfo de D é uma homografia do tipo S(z)=4 12—

—Zg. 2
(b) Dados z; € z; € D, existe um Unico automorfismo holomorfo do disco unitario nele
mesmo tal que S(z1)=z; e S’(z1)€ (0, +0).

Teorema 2:

Seja (f)n=1 Uma sequéncia de fungdes univalentes em H (U), onde Uc C é aberto
conexo. Suponhamos que f,— f uniformemente nas partes compactas de U. Entéo f é
univalente ou constante.

Demonstracgao:

Suponhamos por absurdo que f ndo seja nem univalente, nem constante. Ou seja,
existem z1, z; € U, tais que z1#2; e f(z1) = f(z2) = wo. Sejam D; e D, discos abertos,
centrados, respectivamente, em z; e zy, tais que seus fechos estdo contidos em U, néo
se intersectam e z = z; € a Unica solugéo da equacao f(z) = wp em D_] ,j=1,2.

Pelo Corolario do Teorema de Hurwitz, podemos tomar n* tal que se n>n*, entdo a
equacdo f,(z) = wp possui pelo menos duas solugbes, uma em Dy e outra em D,. Isso
implica que f, ndo € univalente, o que é uma contradi¢do. Conclui-se dai que se f ndo
é constante, entdo f é univalente.m

O Teorema de Riemann

Trabalharemos com o seguinte enunciado:
Seja U um subconjunto aberto e simplesmente conexo de C, tal que U #

C.Dado z, € U, existe um Unico biholomorfismo f:U —
D, onde D é o disco aberto de raio unitario centrado na origem, tal que f(z,) =
0ef'(zy) € (0, +00).
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Ressaltemos a importancia desse resultado. Dado que um conjunto é aberto e
simplesmente conexo, ele serd holomorficamente equivalente & qualquer outro conjunto
aberto e simplesmente conexo. Conjuntos aparentemente distintos sdo equivalentes por uma
funcdo que satisfaz as fortes condigdes de holomorfia. Um conjunto limitado pode ser
equivalente & um semi-plano, por exemplo.

Por outro lado, conjuntos aparentemente semelhantes ndo possuem tal biholomorfismo.
Denotemos por A(ry, 1) ={z; r; < |z| < r,},onde 0 < r; <r, <co. Dividindo em quatro
tipos, temos 1°r; = 0,1, =00, 2°0<ry <1y, < +0;3%°1; = 0,1, < +0; 4%, > 0,1, = +00.

Primeiramente, anéis do 4° tipo sdo holomorficamente equivalentes a anés do 3° tipo,
pela homografia h(z) = 1/z, e anéis do 3° tipo sdo equivalentes entre si. Logo, vamos
considerar apenas 0s 3 primeiros tipos.

Podemos provar também que se dois anéis sdo holomorficamente equivalentes e se
englobam nesses trés tipos, eles pertencerdo ao mesmo tipo.

Além disso, se dois anéis do 2° tipo A(ry,1,) e A(r'4,r',) forem holomorficamente

equivalentes, a condicdo necessaria e suficiente para que isso ocorra, que € :—1 = % deve ter
2

2

sido satisfeita.

Note, portanto, que a condi¢do de equivaléncia holomorfa € muito mais restitiva que a
de homeomorfismo, que evidentemente existe para dois anéis do 2° tipo. A partir dessas
comparagdes, podemos perceber a importancia e a nao-trivialidade do enunciado do Teorema
de Riemann

O disco unitario, portanto, € muito mais “préximo” de um semi-plano que dois anéis do
2° tipo que ndo satisfacam a condicdo acima apresentada, ou seja, que possuam
excentricidades distintas.

Além disso, a caracterizacdo de abertos conexos de €, modulo homeomorfismos,
consiste em um dos problemas fundamentais da topologia de dimensdo dois. Ou seja, obter
um certo conjunto de modelos, tais que ndo haja homeomorfismos entre eles e de modo que
qualquer conjunto aberto conexo de € seja homeomorfo & algum desses modelos.

O Teorema de Riemann nos permite resolver um problema mais simples, que consiste
em caracterizar analiticamente conjuntos abertos e simplesmente conexos de C. Tal resultado
fornece um método de classificagdo em trés grupos. O Unico conjunto holomorficamente
equivalente a C é o proprio C. Se o conjunto for equivalente a C, entdo podemos afirmar que
tal conjunto é da forma U = C — {z,}, para algum z, € C. Finalmente, a terceira classificacio
nos remete diretamente ao enunciado do Teorema, pois refere-se aos abertos simplesmente
conexos equivalentes a D.

Demonstracao:

Consideraremos a seguinte familia F de fungdes holomorfas f: U — C, tais que:

Q) f(U) €cD,f(zy) =0ef'(z,) € (0,400) (sendo z, um ponto fixado de U).
(iiy  f éunivalente.

Prova da unicidade: Se houvesse um segundo mapa conforme satisfazendo a hipotese,
seria possivel obter um automorfismo holomorfo T:D — D, compondo um mapa
conforme com o inverso do segundo. Assim, T(0) =0 ¢ T’(0) € (0, +o0). Pelo Teorema
1, T=id, logo os mapas sdo iguais.

Prova da existéncia:

F + @: Sejaz; € C—U. Como U é simplesmente conexo, pode-se definir um ramo do
logaritmo de z —z; em U, L: U— C. Temos entdo, exp( L(z) )=z — z; para todo z em U.
Assim, se L(z) = L(z’), z=z’. Logo L € univalente.
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Agora, sejaw = L(z) € L(U), z € U. Afirmamos que w + 2xi & L(U), pois teriamos w +
2ni =z’ € L(U), o que implicaria z’-z; = exp(w + 27i) = exp(W) = 2 —Z3,0ouseja, z=2" €
w + 27ti = w, 0 que é uma contradicdo. Logo, se D é um disco contido em L(U), {z + 2mi;
z € D} é um disco contido em C — L(U), que consequentemente possui interior nao-
vazio.

Tomemos agora um disco Dy(w,) € C — L(U), r > 0. A homografia h(w) = # é tal
que h(C — D,.(wy)) = D. Como L(U) € C — D,.(w,), vem que h(L(U)) € D. Por outro

lado, se s, = h(L(z,)),onde z, € U, entdo a homografia g(s) = % é tal que
—>0

g(D) =Deg(sy) = 0. Coloqguemos f; = g o ho L, univalente por construcdo, com

f1(U) €D e f,(2,) = 0.Suponhamos que ", (z,) = pe,onde p >

0.Basta agora tomar f(2) = e~ - f,(2) etemos f € F.

Existe f € F tal que f(U) = D: Por definicdo, a familia F é uniformemente limitada,
pois |f(z)| < 1,paratoda f € F e todo z € U. Pelo Teorema de Montel, F é uma familia
normal, ou seja, seu fecho em H (U) é compacto. Queremos mostrar que seu fecho F =
F U {0}, onde 0 é a fungdo constante 0(z) = 0, z € U. Esse resultado deriva do Teorema
2.

Se f € F — F,entdo existe sequéncia (f,),»; em F tal que f; e f  (converge
uniformemente nas partes compactas). Se f for constante, entdo f = 0, pois f,,(z,) =
0 para todo n > 1.Se f for univalente, temos f(z,) = lim,_, f,,(zo) = 0e f'(z,) =
lim,,_, f’n(zo) € [0,4+). Como f é univalente, f'(z,) # 0,logo f'(z,) € (0,+). Basta
agora provarmos que f(U) c D. Do Corolario do Teorema de Hurwitz, caso f(U)N(C —
D) # @, teriamos z; € U tal que f(z;) = w; ¢ D. Existirian, > 1tal quesen >
n,, existiria ao menos uma solugéo para f,,(z) = w; em U. Logo, fn &€ F, contradigdo.
Portanto F = FU{0}.

Consideremos agora a fungdo ¢:F — [0,+), @(f) = f'(2z,).Se (f,)ns1 for uma

sequéncia em F tal que f, Lif'—if, entdo f', lif'—‘;f’, 0 que implica na continuidade de ¢(f),
pois ¢ (f,) = ¢(f).

Logo, ¢ (F) é compacto, uma vez que F é compacto e ¢ continua. Conclui-se portannto
que existe f, tal que ¢(fy) = sup {¢(f), f € F}. Como F # @, f' (z,) > 0.Logo f, € F.

Afirmamos que f,(U) =D: Suponha que f,(U) =V # D Considere w, € D —
V. Umavez que f,(z,) = 0 € V e que VV é simplesmente conexo, pois f, é um
homemomorfismo, existira uma funcdo holomorfa univalente h:V — D com h(0) =
0,h'(0) € (1,+00). Ao compor g = ho f,, claramenteg € F e g'(z,) > f, (z5), 0 que
implicara na contradicdo do conceito de supremo.

Consideremos primeiramente a homografia T(z) = % Como T(D)=D e Vc

D, temos T'(V) c D. Por outro lado, como T (V) é simplesmente conexo e 0 = T(w,) &
T(V), podemos definir um ramo do logaritmo em T(V),digamos L. ~ Assim,  podemos
definir h,(z) = exp GL(T(Z))) ,um ramo da raiz quadrada de T em V. Isto implica que
essa funcdo é univalente e h, (V) c D. Com efeito, se z,,z, € V e h,(z;) = h,(z,), elevando
ao quadrado teriamos T(z;) = T(z,) = z; = Z,. Além disso, |h,(2)|? =|T(2)| < 1, 0 que
implica |h,(2)] < 1.

Coloquemos h =Soh,, ondeS(w) =1- WO sendod = — Ol como A =

1-h,(0)w’ hq1(0)
1,h(V) =S o hy(V) € S(D) = D.Além disso, h é univalente e h(0) = 0.
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i "0) =S’ B __r 1 LTO) _ 14lwol
Temos ainda  h'(0) = S5'(h,(0))-h'1(0) = T2 0 s ==t
Finalmente, como  |wy| <1, segue que 1 + |wy| > 2,/|w,|,logo h'(0) > 1, como
queriamos. m

Conclusdes

A Andlise Complexa é certamente um dos ramos da matematica mais repletos de
resultados intrigantes e ndo-elementares. Vimos durante o projeto que a condigdo de
holomorfia, normalmente adotada para diversos outros resultados, € uma condi¢cdo muito
restritiva e nem sempre trivial de se obter.

Entretanto, o estudo dessas funcdes nos rende resultados extremamente importantes e
curiosos. Por exemplo, uma técnica para resolver integrais reais consiste em resolvé-la
primeiramente no plano complexo, para que possamos tomar proveito das propriedades de
funcGes de varidvel complexa.

O estudo do Teorema de Riemann nos forneceu uma compreensao ainda maior sobre 0s
resultados obtidos ao considerarmos fungbes de varidvel complexa. Foi possivel também
desenvolver uma compreensdo mais apurada sobre equivaléncias conformes e suas aplicacfes
para caracterizar os subconjuntos abertos e simplesmente conexos de C.

Durante o desenvolvimento do projeto, muitos outros resultados foram estudados, a fim
de desenvolver a afinidade do orientado com o campo estudado.

Como conseqliéncia de tal trabalho, é possivel afirmar que, além de um conhecimento
razoavelmente aprofundado em Analise Complexa, o orientado desenvolveu sua capacidade
de estudo, raciocinio logico-matematico e de realizar demonstracfes rigorosas. Tais
habilidades sdo amplamente utilizadas ao fazermos uma compreensdo mais detalhada e
aprofundada de resultados obtidos e teoremas existentes, ndo apenas relacionados a
Matematica, mas também a diversas outras Ciéncias Exatas.
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