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Apresentacio

Durante o periodo da iniciagdo cientifica estudamos alguns formalismos da mecanica
classica. Este estudo foi realizado inicialmente através da leitura do livro de V. I Arnold,
Mathematical Methods of Classical Mechanics [1].

ApOs essa primeira etapa, motivados por algumas questdes, partimos para tentar solucionar
um problema original, sobre transformacdes de equagdes diferenciais que vém de um principio
variacional, e essas tentativas resultaram na solucdo desse problema, escrita em um artigo a ser
publicado em arxiv.org/, repositdrio de pre-prints da internet.

O estudo do Arnold

O livro [1] é uma referéncia quando se trata de aspectos mais matematicos da fisica, e em
particular, da mecanica classica. Além disso, durante o primeiro semestre da iniciagdo, o aluno
estava cursando mecanica analitica, e esse livro representa um excelente complemento para o curso
dessa disciplina. Por essas razdes o escolhemos como fonte inicial de estudos.

Como a idéia do projeto era estudar aspectos simpléticos da mecanica classica, e
posteriormente da mecanica quantica, comecamos com a parte III do livro, dedicada a mecanica
Hamiltoniana. Foi feita entdo uma leitura detalhada sobre formas diferenciais, que estao contidas no
capitulo 7. Combinado com a leitura, resolvemos os exercicios propostos, discutindo suas solugdes,
o que acabou sendo uma oportunidade para que o aluno ganhasse nocdes de geometria diferencial.

Seguido do capitulo 7, passamos ao 8, que trata do formalismo simplético em si. Sempre
procurando resolver o maximo de exercicios possivel, foram estudadas as caracteristicas da
mecanica Hamiltoniana que a tornam dotada de uma estrutura simplética, e a algebra de Lie de
campos vetoriais e de fungdes no espago de fase.

Paralelamente a leitura rigorosa desses capitulos, o aluno procurou ler, de uma maneira mais
informal, a parte II do livro, que fala sobre o formalismo Lagrangiano.

Esses estudos de [1] inspiraram ao longo do primeiro semestre da iniciacdo a proposta de
algumas perguntas e idé€ias, que o aluno levou ao orientador. Passamos entdo a nos dedicar a essas
perguntas, o que deu um tom mais sério a iniciagdo, de certa forma a transformando de um estudo
dirigido a uma pesquisa cientifica.

As perguntas

A primeira questdo que surgiu estd relacionada a mecanica Lagrangiana. Dada uma equagao
diferencial qualquer, quando ela vem de um principio variacional e qual ¢ a Lagrangiana desse
principio? Esse problema ¢ conhecido como problema inverso da Lagrangiana, e foi solucionado da
maneira mais geral possivel em [2], por Anderson ¢ Duchamp.

Nesse artigo, os autores estudam o problema de um ponto de vista global, chegam a
condi¢gdes que uma equagao diferencial deve satisfazer para que possa ser obtida por um principio
variacional, e ainda fornecem a forma da Lagrangiana.

Essas condigdes sdao as chamadas equagdes de Anderson-Duchamp, que no caso de equagdes
diferenciais de segunda ordem em fung¢des de uma Unica variavel
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T(x,y,y',y")=0

se reduzem a uma Unica equacao

aT d or 0
gy’ dr oy’
(*)
que, se escrevermos explicitamente se desdobra em duas condi¢des
a*T )
If-i'_éf'rj =0 1)
T aT a*T T

1 " o
Oxdy"” - E Y dydy" Y dy' oy (i1)

Visto isso, uma segunda questdo proposta, porém, que ndo levamos muito a fundo foi,
olhando para a equacao (*), vimos que ela apresenta uma forma muito similar a de uma equagao de
Euler propriamente dita.

Para uma Lagrangiana

L:R*— R
(r,y,9") — Lz, y,y")
a equagao de Euler correspondente seria
aL d oL 0
dy  droy

Serd que essa similaridade na forma das duas equagdes ¢ conseqiiéncia de algum fato
interessante, ou ¢ pura coincidéncia?

Uma outra questdo, que ¢ para nos a principal, diz respeito a transformacgdo de equagdes
diferenciais. Que condi¢cdes devem existir sobre certas transformagdes infinitesimais para que, dada
uma equagdo diferencial de segunda ordem em uma variavel, que vem de um principio variacional,
possamos transformar sua solucdo e a propria equagdo, de forma que o resultado dessas
transformagdes seja outra equacao que também venha de um principio variacional?

Essa ¢ a pergunta original, a qual nos dedicamos a resolver, que resultou no artigo a ser
colocado no ArXiv. Vamos passar agora a uma descri¢dao detalhada desse problema.

O problema das transformacoes
Para formular o problema de maneira adequada, foi preciso estudar o chamado célculo de
jatos. Esse estudo foi realizado a partir da leitura de artigos e notas da autoria do préoprio orientador,
em particular de [3], e do livro [4].
Comegamos com o caso mais simples, uma fun¢ao de uma variavel
y:R— R
x+— y(x)
e definimos, respectivamente, os chamados jato e tangente de y de segunda ordem como
i*(y) = (y(=). v/ (2),y"(x))
9, T
m=(y) = (z,77(y))
O espago de jatos de segunda ordem ¢ denotado por
J*(R,R)
e uma subvariedade no espago de jatos de uma funcao y ¢ igual & imagem da tangente de y, e ¢
escrita por
r'(5%(y),
Uma expressao diferencial também de segunda ordem ¢
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e para a equagao diferencial escrevemos
Toj%(y) =0

O problema, se divide em duas partes. Primeiro, queremos deformar as solu¢des das
equagdes diferenciais de Euler, e queremos as condi¢des sobre essas deformagdes para que a fungao
deformada continue sendo solu¢do da equacdo de Euler em primeira ordem.

A segunda parte diz respeito a deformacdo da equacdo diferencial em si. Queremos poder
deformar as equacdes diferenciais de tal maneira que a equagdo deformada resultante também seja
uma equag¢do de Euler em primeira ordem. Em outras palavras, queremos encontrar as simetrias das
condi¢des de Anderson-Duchamp para o caso de equagdes lineares de segunda ordem em uma
variavel.

Em termos mais precisos:

Primeira parte: Seja uma deformagao infinitesimal

&, : Rx J*(R,R)— J*(R,R)
com a forma
&, (T(5%(y))) =T (5%(@) = ,
(@ + &z, y, 0"y + i (e y ), ¥ + it (2w y) o + iR (2, )
onde os eta's e os xi's ndo dependem de y" devido a um teorema em [4] e sendo que
i+1 _ D £ E-+lDf-
Ui n y 5

como conseqiiéncia de outro teorema em [3], que preserva a estrutura do espago de jato.
Quais as condigdes sobre essa deformagdo para que dada uma solugdo y de uma equagao
diferencial T, a funcao deformada satisfaca

To2(g) =0+ 0()
Segunda parte: Como mencionado antes, queremos encontrar as simetrias das condigdes de

Anderson-Duchamp (i) e (i1). Como uma equacdo diferencial ¢ uma fun¢do do espago de jatos nos
reais, a deformacao infinitesimal dessa equagdo deve lidar com o espago

J(J*(R.R).R)

e afim de simplificar o problema, propomos redefinir as variaveis como

J(J5(R.R).R) | JF(R*.R)
T Y
T T
y T2
Yy T3
y' Ty

Tabela — Diciondrio de Variaveis
Assim, a deformacao infinitesimal ¢ definida como

Zi:Rx JHRYR)— J*(RLR)

Eg(.;!"_......l’f.].}':l =
(xy +t€ (21,0 za, Y ), sy +t4(xy 2, Y)Y + 1022y, . 24, Y))
e as equacdes (i) e (ii) sdo reescritas
Fll:.!‘J ; ....E'.[.}F] =10
FQ(J‘J ‘ees .E'.[.}F] =1

onde
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F (,4'-_....:1'.|.1":| = Y# _
Fo(xy,...ms,Y) :=V* - ¥V _ V2 — 2,7V

e indice superior em Y significa derivada parcial com relacdo a variavel daquele indice.
Procuramos entdo as condi¢des sobre essa deformagao infinitesimal para que

FioZ(x1,...24,Y) =0
FyoZ(z1, za,Y) =0
em primeira ordem em t, sabendo que [3], para primeira ordem isso significa
aF, aF,

f (s

ar, >t gye

e que _
' = D" —Y* D&
= Dt — Y™ DIg,

onde soma-se sobre indices repetidos.

Resolver essa segunda parte foi o mais trabalhoso, pois era necessario escrever as duas
condicdes de forma totalmente explicita em termos dos monomios linearmente independentes em Y
e suas derivadas. Por isso desenvolvemos algumas planilhas em maple para simplificar o problema.

Conclusoes e direcoes futuras

No final, chegamos a resposta da primeira etapa, descrita acima, e as simetrias das equagoes
de Anderson-Duchamp para o caso em questdo. Todos os calculos foram descritos na forma de um

artigo que devera ser publicado em breve no arXiv.

Para o futuro, planejamos continuar estudando os formalismos da mecanica. Continuara
sendo feito um trabalho que procure sempre despertar novos questionamentos e que levante davidas

que estdo de fora dos livros textos. Afinal, toda ciéncia se faz de perguntas.
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