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I ntroducéo

O comportamento de cascas axisimétricas, sob carregamentos de pressdo e forcas concentradas e
também diversas formas de condi¢des de contorno, € estudado neste trabalho considerando-se o
método dos elementos finitos. O modelo utiliza os polinémios de Lagrange na aproximacéo do campo
de deslocamentos ao longo do comprimento considerados os valores nodais como variaveis de estado.
As componentes de tensdes no elemento sdo avaliadas a partir destes valores nodais e graficamente
apresentadas em um ambiente Matlab.

Este estudo tem a sua importancia associada a interpretacdo fisica da solucdo numérica fornecida
que, adequadamente considerada na formulagdo do modelo numérico, representa uma importante
reducéo no custo computacional associado ao esforgo computacional envolvido na solugdo com o
método dos elementos finitos utilizado, por ndo exigir uma larga base de polindémios de aproximagao.

Com este objetivo foi desenvolvido um programa em linguagem C que permite ssmular vasos de
presséo de paredes finas e espessas submetidos a carregamentos axiais e radiais concentrados, sem a
necessidade de tratamento numérico diferenciado considerando-se diversas espessuras, admitindo-se
também diversas condi¢des de contorno na casca. A andlise dos resultados numéricos obtidos é
realizada através da comparacdo com a solucdo analitica disponivel na literatura para apenas alguns
casos de cascas finas, bem como na comparagdo com os resultados de outras cascas utilizando
diferentes mal has de discretizagéo de elementos finitos.

Formulacgdo Analitica

O equilibrio de um corpo é verificado quando qualquer uma de suas parti¢oes esta igualmente
em equilibrio, Harry-2004. Linearizando-se as funcfes de tensdes por suas derivadas e sabendo que o
sistemapossui simetriaaxial a seguinte equacdo de equilibrio € obtida para um sélido cilindrico,
Fig. 1.

S, S,-S
ﬂ rp2r q — O ( 1)
qr r
em funcdo das componentes radiais e cicunferenciais das tensdes normais. Esta equacdo é expressa em
funcdo das componentes radial W elongitudinal U dos deslocamentos na casca utilizando-se as

constitutivas para um material elastico, homogéneo e isotrépico, alei de Hooke :

aw 1
€, ZWZE[Sr - n(sq +Sz)];
w 1
equ:E[sq_n(sr+sz)]; (2)
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Figura 2 - TensBes no Elemento de Casca Esférica

e as equacdes de compatibilidade geométrica para deformagdes infinitesimais em coordenadas
cilindricas, Harry-2004. Desta forma a equacéo homogénea em (1) resulta, escrita em fungdo do
deslocamento radial W,

3)

onde, considerando-se os carregamentos de pressdo internap; e pressao externap,, resulta



Departamento de Engenharia Mecanica

_(@-n)é 1, 1
AR R PP
(1+n)é - 1 - 1

E & rny-@ry T@r)-@ry

oo\

(4)
B, =

() ey ]

V oltando-se as equactes de compatibilidade geométrica e constitutiva com os resultados dos
deslocamentos apresentados acima, resulta nas seguintes equacdes que descrevem as tensoes:

s, =- piwl)z_l((ro/n)z- 1)+ powl)z_l((ro/n)z- (r, /7))
«amf+ﬂ-m( (VI s

r/r)f-1

(5)
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Nesta solugéo utilizou-se a condicéo do cilindro espesso livre de quaisquer condicdes de fixagdo. As
funcdes que compde esta solucdo sdo empregadas na formulacdo como fungdes base do espaco de
funcbes da solucdo numérica por elementos finitos.

Agora, considerando-se 0 caso de uma esfera espessa temos, para as componentes de tensoes
apresentadas na Fig. 2, a seguinte equacdo de equilibrio, representativa das forcas na direcéo radial :

r - - l:,'l: .
8r +r( S, SQ)H 0; (6)

Procedendo-se com raciocinio analogo ao apresentado para o corpo cilindrico obtém-se, para as
equactes de compatibilidade geométrica e constitutivas

e = d(\j/:/r :é[sr -I'](SC| +Sf)]
e, ===, nb, +s, ] U
o =WoLh a6, v,

gue substituidas na equacdo (6) resulta na seguinte equacdo diferencial para o Unico deslocamento
radial no sistema coordenado esférico considerado, Harry-2004,

‘HZ\N w w B,
‘Hr 2W-2—_0b w(r)= A2r+r—2 (8)
onde
A2 = E(ro [plrl - Bl ]
(1+n) 9)

( rsi_r°r_3)[pi - po]
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Conforme proposi¢do deste estudo, a solucdo numérica a ser considerada para 0s
deslocamentos na direcao radial resulta da superposi¢do das duas solucdes apresentadas, paraaesferae
parao cilindro. Destaformatemos,

W(r)=WO+%+W2R+\I;l§ (10)

Formulacdo M atematica da Teoria Geral de Cascas

Cascas sdo definidas como aregido delimitada por duas superficies paraelas. Para representé-las
matematicamente utiliza-se a superficie média como referéncia de coordenadas e deslocamentos,
sendo esta superficie o lugar geométrico dos pontos equiidistantes das duas superficies consideradas. A
espessura da casca é definida pela distancia entre as superficies tomada ao longo da direcéo normal as
superficies. Desta forma, da caracterizacdo da superficie média e da espessura, define-se
matemati camente a casca.

Superficiemédia
Para a definicdo geométrica deste, utilizou-se dois referencias ortogonais. Um global,

tridimensional e outro local bidimensional de coordenadas curvilineas longitudinal (x) e

Ci rcunferéncia(q) , Fig. 3. Assim, caracterizam-se as coordenadas globais através das definices locais
COMO na expressao:

X(x,q)=f,(x.q)8 + f,(x,q)8, + f,(x.a)8, (11)

onde € ,€,,6, sdo os vetores da base candnica do referencial global.
Para a superficie média axissimétrica, a cada coordenada x na casca tem-se um circulo e,
portanto, reescrevendo X obtém-se

X(x.q) =r(x)cos(a)e, +rlx)sin(a)e, + z(x)e, (12)

onde r(x) e zx) s#o as coordenadas que definem a geratriz da superficie média do corpo
axissmétrico, Fig. 3.

De consideracdes geométricas obtém-se a variagdo do comprimento do vetor posicdo ds e o0s
raios principais de curvatura Re R, na superficie média da casca, Harry-2004, da equagéo:

(Melhorando a nomenclatura: s¢= ds ,ré= dr ,Z2C= dz )

dx dx dx

.2 .2 .2
aisg _gar()g i) )
de @ dx g dx g
s¢
= 14
R r¢c z¢c (14)
s
=— 15
R =% (15)
onde utiliza-se a nomenclatura s¢= E ré¢= i, z¢= E )
dx dx dx
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Para a descricdo da casca € acrescentado ao referencial local uma coordenada na direcéo
perpendicular a superficie média da casca ? . Considerando a casca de espessura h, define-se a

coordenadalocal T = gz
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Figura 3 - Sistemas de Coordenadas em Uma Casca Axissimétrica
Defor macgoes e Deslocamentos

Os deslocamentos da casca axissimétrica nas direcfes locais (x,q,z ) sdo, respectivamente,

U,,U,e W. Desta forma as seis componentes de deformagoes, trés lineares e trés angulares, podem
ser escritas na seguinte forma, Harry-2002,

_ 1 U, U, Tt sWo_ 1 afu, swo
S@ngﬂx 0 R F, T R
R g R g
Cu = : “aa1U2+U_2tr¢+ng: ! GQJ_:]:MH_MQ (16)
rgﬂg g s Ro | +Lgs R &
2 R, o
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Formulacdo Numérica

Utilizando-se 0 método dos elementos finitos, Bathe-1996, considerou-se a particdo do
continuo em elementos finitesimais de geometria compativel ao sistema coordenado da casca, neste
caso casca com simetria axial, aos quais sdo impostas condicdes de compatibilidade, constitutiva e de
equilibrio, que descrevem as variaveis desgjadas. Como base tedrica do método, usualmente, utiliza-se
um conjunto de funcdes para descrever os campos de deslocamentos em cada elemento, a partir de
graus-de-liberdade nodais (fungdes de forma convencionais). Este método pode ser empregado em
estruturas unidimensionais, bidimensionais (caso presente) e tridimensionais. No caso do presente
estudo, para elementos de geometria axissimétrica (ex.: cilindros, esferas, placas circulares, etc.),
considera-se que o0 deslocamento longitudina em um elemento é dado por uma funcéo cubica e o
radial € dado por uma combinacdo linear entre a solucdo analitica para 0 caso de vasos esféricos e
cilindricos, Harry-2004. Os elementos podem ser distribuidos de acordo com a necessidade da analise,
cujo refinamento da malha podera exigir uma concentracdo de elementos nas regides da estrutura cuja
variacao dos deslocamentos seja mais intensa. As expressoes para os deslocamentos axial e radial séo,
respectivamente:

U=U,+UT+F T?+Y T® (19)
e W:W0+\%+W2R+%. (20)

Empregando-se as equactes constitutivas para materiais linearmente elasticos segundo a lei de Hooke
e aplicando a condicdo de contorno de nulidade nas paredes interna e externa da tensdo cisalhante, €
possivel extrair duas variaveis das equacdes acima. Assim , Harry-2004,

2R(h-3R) W 2R(M*3R) W 4Ry U
h(h?- 12R?)s¢fx ,.,, h(h?- 12R?)stqx ,., (h?- 12R®)ER. ‘4

2R1(4R1 - h) w + 2R1(4R1+h) W + 16R1 eU’ 0.y U (22)
212 2 2 (12 2 2 iy
h’(h?- 12R?)sCIx ,.,, h*(h*- 12R%)s¢fx ,_, h*(h®-12R’) &R 'O

1=

=
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Com as variaveis caracteristicas dos deslocamentos pode-se, a partir do método de energia, obter as
condic¢des do equilibrio através da minimizacdo da funcdo de energia potencial,

I\)IH

=2 Qe'sav - g a'FdA (23)

Implicando em:

— 1 hY TS hY ~NT —
1P -Eo‘ﬂe sav - Q‘nu FdA=0 (24)
onde tem-se, paraum arco de 1 radiano de circunferéncia,
rldr—a?-'ez+ z——dz (25)

Nas equacles acima, as variaveis de estavel — deslocamentos — estéo listadas no vetor @, F
representa as forcas de superficie que atuam sobre o corpo, e = [exx e, €, Oy 9, gZX] €0
vetor das deformagdese S = [s « Sy Sz Sy S, S sz 0 vetor das tensdes. Por hipotese, o
material € homogéneo e isotropico e obedece a lei de Hooke, ,s = Ce, onde C é a matriz congtitutiva
das propriedades el &sticas do material:

é n n u
° 1 y
et @) @) O
e N g n o u
_ E@-n) &(L-n) (1-n) 0 (o)
(1- 2n)a+n)€ n n 1 0
(S u
é(l n) (1-n) G
€ o 0 o L)
8 2L-n)d

O dominio da casca é subdividido em particdes - elementos - e uma aproximagéo do campo de
deslocamentos ( € realizada em cada elemento, através das variaveis que os representam, agrupadas no

vetorU :[Uél) u® w® wo w® w® o uyd Uf”], para cada n6-i. Assim, para todo
elemento-n,

0=HOU. (29)

(y2)

Com as equacbes de compatibilidade geométrica, a matriz que relaciona as variaveis dos
deslocamentos dos nés de um elemento ao campo de deformaces € obtida, resultando

=By, U™ (29)

(xy2)

Logo, da condicéo de estacionaridade resulta

dp :%QdUTBTCBUdV- OUUTH gdA- §dUTHT fdA=0
(30)
1.7 8 -7 A yT T —B
EQB CBUdV =Q H qu+QH fdA° KU =R
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onde
_1\ T S5 T hY T
K== 0B CBdV e R=H qdA+ g H" fdA. (31)

Desta forma a matriz de rigidez K e o vetor carregamento R sd0 obtidos, com contribuicdes para vetor
deforcas axiais e radiais, que no né em que aforca esta aplicada,

¢ 0 U
é G
e 0
& hR 0
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eainda: F, = fé 248 & “8&r, rIu 58 rog U (33)
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No caso da componente axial para os demais nds do elemento F, [O] =F, [1] =0. Ainda, o valor

de A varia de acordo com o n6 em que € calculado o vetor. Os valores a utilizar sdo -2.75, +2.75, -
0.75 e +0.75 para 0os nés 1, 2, 3 e 4, respectivamente. No caso presente da casca cilindrica deve-se
utilizar: R ® ¥ e R, =c*. A matriz B, associada a cada elemento do modelo possui ordem 4x6 e
esta explicitada no Apéndice deste trabal ho.

Os elementos que fazem a discretizacdo do problema continuo sdo unidimensionais,
considerando-se a geometria em um arco de cilindro de 1lrad e de comprimento a ser definido de
acordo com a discretizacdo necessaria para acomodar as condi¢fes de contorno. Estes possuem 4 nés
distribuidos de acordo com a figura 4, com as coordenadas e os deslocamentos interpolados na direcéo
longitudinal através dos polindmios de Lagrange.

(- o +9x? +x- 1) ox®+ox?- x - 1)

h,(x) = 16 ! h, (x) = 16 ;

.0 = (27%3 - 9x? - 27x +9) C heos (- 27x% - o2 +27x +9) 3
16 16

=Ahern 20 =Ah0z @)

i=1 i=1
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Figura 4 - Elementos Axissimétrico de 4 n6s

Desta forma o sistema de equacfes obtido € linear e a solucéo obtida da inversdo da matriz
rigidez. Algumas restri¢coes entre elementos como a condi¢éo de continuidade entre el ementos deve ser
ainda imposta. Estas condi¢Bes sdo impostas considerando-se 0 método de penalidades conforme
descrito em Bathe-1996, consistindo em adicionar-se a fungdo a ser minimizada o quadrado das
funcles restricdo a serem prescritas multiplicadas por uma variavel a , de agjuste de ordem de
grandeza.

No programa foram implementadas duas formas de restricbes empregando as fungbes de
penaizacdo: de continuidade, responsavel por garantir a continuidade do deslocamento axial nas
paredes interna e externa e penalidade de fixacdo, responsavel por garantir a fixacdo de uma seccéo
reta em um no. A escolha dos valores apropriados para a resulta de testes numéricos, com o objetivo
de garantir a condi¢éo desgjada em diversas malhas sem comprometer o processo de minimizagcdo da
funcéo de potencial.

Destes estudos iniciais, Barreto-2008 propde que para solucdes com erros percentuais menores
do que 1x10° para os deslocamentos a escolha de a nao influencia significativamente na solugéo. No
entanto, ao observarem-se 0s gréficos das tensdes, especialmente das componentes radiais, as solucdes
para a =10° ou a =10" ndo atendem as condicdes de contorno das tensdes na parede interna onde
deve-se verificar acondicio s, =- p,. Paraa =10° a distribui¢o longitudinal das componentes de

tensdes apresentam intensa variagdo quando muito préximas da extremidade fixa, enquanto para

a =10% estavariacio se apresenta ao longo de todo o comprimento, resultado do fato de que a torna
0 peso da matriz de restricéo — penalizacdo — junto a matriz de rigidez tdo grande que a representacdo
fisica do problema é perdida. Este aspecto sera abordado nos exemplos numéricos apresentados na
proxima secao.

Resultados Numéricos

Nesta se¢do os resultados das validacBes numeéricas realizadas, levando em consideracdo a
variacao dos parametros geométricos, estruturais e o carregamento aplicado ao corpo sdo apresentadas



Departamento de Engenharia Mecanica

e discutidas. Desse modo, objetiva-se verificar a aplicabilidade da versatilidade do modelo numérico
para diversas discretizacfes longitudinais .

Inicialmente considerou-se estudo do cilindro livre submetido ao carregamento transversal
concentrado cujo resultado pode ser validado através de solucéo analitica disponivel naliteratura.

Para este, utilizou-se o comprimento L = 20m, a espessura da casca h = 0,1m, o Médulo de
Elasticidade e coeficiente de Poisson do ago séo E = 200GPae n =0,3, oraiomédioR=2meo
carregamento na extremidade de g = 10 kN/m?.

A solucéo analitica para o deslocamento radial na extremidade onde se aplica aforca, segundo
[3] paracascasfinas.

_ésla-n)'u” = 28742
GWU ’

w=_9" _1149710°m

21°D

Desse modo, a partir deste resultado, foi montada a tabela abaixo, que visa comparar a resposta
obtida com diferentes nUmeros de elementos com aquela analitica, definindo assim o erro obtido em
cada um deles:

NUmer o de Elementos w (.10°m) Erro (%)
16 1,1187 2,70
32 1,1463 0,30
64 1,1580 0,72
128 1,1587 0,78
256 1,1588 0,79

Os resultados podem ser visualizados ao longo do comprimento do cilindro a partir das curvas
dafiguraaseguir. Estas mostram o deslocamento radial sofrido por cada coordenada longitudinal, em
gue na segunda é focalizado o comprimento final do cilindro, onde ocorre uma maior variacéo da
curva:
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Figura: Deslocamento radial parao cilindrolivre.

Podemos ver que o resultado converge rapidamente, ainda que para 16 elementos o erro sgja
consideravel mente bom. Mas como a resposta para 0 método € assintética, podemos perceber que a
solucdo analitica possui um resultado menor que a convergéncia da solugdo, que € uma aproximagdo
por polinémio de grau 3 para a resposta. Agora, se utilizamos uma diferenciacdo na distribuicdo da
malha, onde (ax b) significaquetemos‘a elementosde0al5me‘b’ elementos de 15 a 20 m, entéo
podemos montar uma nova tabela comparativa, definindo o erro em relacéo a resposta analitica:

Numer o de Elementos w (.10°m) Erro (%)
(4x12) 1,1561 0,56
(5x 27) 1,1587 0,78
(10 x 54) 1,1588 0,79
(10 x 118) 1,1590 0,81
(10 x 246) 1,1589 0,80

Podemos verificar que aresposta ja converge significativamente para apenas 16 elementos. Se
concentrarmos uma maior discretizacdo da malha nos pontos do corpo onde ocorre uma maior variacaéo
do comportamento, podemos reproduzir resultados de uma simulagcdo com muitos elementos
homogeneamente distribuidos com apenas alguns poucos para uma malha rearranjada.

Ja o deslocamento axia apresenta o mesmo resultado, a aproximacao para 32 el ementos jatem
uma convergéncia razoavel, como podemos ver ha curva a seguir. Esta mostra o deslocamento axial
sofrido em fung&o da coordenada longitudinal:

qu'g Grafico Ud x z

At i |
: — 128¢le : : : ;

| I | |
165 17 175 18 185 19 195 20
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Figura: deslocamento axial paracilindrolivre.

Ja as tensBes apresentam um resultado um pouco diferente pois demoram mais para convergir.
Desse modo, podemos esperar obter um erro relativamente maior para esta do que para os
deslocamentos calculados. Analiticamente a tens&o circunferencial méxima é 1,1497.10° Pae ade
cisalhamento é a aplicada, ou seja, -10* Pa, ambas na extremidade onde se aplicaaforca. Assim, a
tabela a seguir relaciona o resultado numérico obtido com a resposta cal culada:

NUmero de Tensdo Erro Tensdo Cisalhante
elementos circunferencial | (%) méxima (10° Pa)
maxima (10°
Pa)

32 1,1506 0,07 -2,3499

64 1,1584 0,75 -1,8419

128 1,1592 0,83 -1,5133

256 1,1492 0,68 -1,4027

De fato, podemos ver pelafigura abaixo o comportamento sofrido pelatenséo circunferencial
no cilindro, esta em fungéo da coordenada axial:

Grafico o, ¥z CIRCUNFERENCIAL

— 16ele

32els
10H — Bdele
— 128¢le

-2

1 1 1
0 5 10 15 20
z

Figura: tensdo circunferencial ao longo da coor denada longitudinal

Pode-se verificar que as tensdes sdo consideravelmente mais dificels de se obter a aproximacao
desgjada.

Agora, do mesmo modo, vamos considerar mais umavez o cilindro livre, no entanto, agora
com uma forca atuando axial mente na extremidade.

Y




Departamento de Engenharia Mecanica

A geometria utilizada ainda é a mesma anterior, no entanto aumentamos a magnitude da forca,
de modo que este agora vale 10" N/m2.

Os valores para 0 deslocamento axial e radial na extremidade (maximos) podem ainda ser
calculados analiticamente, uma vez que temos um cilindro livre e de paredes finas. Assim, temos que u
=10° mew =-3.10°m. Ent&o, a partir da tabela abaixo, podemos ver a comparago, assim como o
calculo do erro para cada resposta numeérica calculada, para o deslocamento axial (u) e radial (w):

NUmero de u (107 Erro (%) w (10°) Erro (%)
elementos
32 1,000 - -3,025 2,50
64 1,000 - -3,024 2,50
128 1,000 - -3,030 2,50

Vemos que o erro obtido pelo calculo do deslocamento € consideravel mente pequeno, umavez
gue como atensdo axial é constante em toda a extensdo do cilindro, provocando um deslocamento com
comportamento linear axialmente, que pode ser facilmente aproximado. Desse modo, as figuras abaixo
relacionam os deslocamentos com a coordenada longitudinal do cilindro, onde verificamos o
comportamento linear para u e ndo-linear paraw:

-5
w10 Gréfico UDx z x 10
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Figura: deslocamento axial eradial

Ainda, como o carregamento tem unidade de forca por area, podemos verificar que o valor da
tensdo axial é constante e vale o proprio carregamento aplicado através dafigura abaixo:
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Figura: Tensdo longitudinal em funcao do comprimento

Os pontos em que existe uma maior variacdo do deslocamento sdo também onde encontramos
as maiores oscilacdes dos val ores das tensdes, causadas pelos erros de aproximagdo numeérica, umavez
gue com o aumento do nimero de elementos, diminuimos o tamanho de cada um deles. Do mesmo
modo, pelas hipoteses utilizadas, devemos esperar que todas as outras tensdes sgjam nulas ao longo do
eixo, salvas as extremidades, onde est&o sendo aplicados os carregamentos axiais. Estas tensdes podem
ser visualizadas em fungdo da coordenada longitudinal nas figuras a seguir:
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Figura: Tensao circunferencial eradial ao longo da coordenada longitudinal
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Figura: Tensdo cisalhante ao longo da coor denada longitudinal

O programa desenvolvido leva em consideracéo que todos os deslocamentos cal culados séo
muito peguenos, de modo que possam ser feitas algumas aproximagdes e gue o problema possa ser
considerado linear. Desse modo, podemos verificar a superposi¢cao de solugdes.

A partir do seguinte caso, serdo tratados casos em que ndo é possivel obter uma solugdo
analitica. As condicfes de contorno tais como engastado e pivotado ndo permitem a obtencéo da curva
de deslocamento paratodo o cilindro. Desse modo, o estudo que sera desenvolvido sera meramente
gualitativo e autocomparativo, esperando verificar a convergéncia da solucédo para diferentes malhas.

Agora serarealizado o estudo com o carregamento axial com diferentes condic¢des de contorno.
Primeiramente engastado e submetido a uma forca de 10™* Pa, utilizando a mesma geometria e material

anteriores:
f
444

ooy

Neste caso, para uma distribui¢do homogénea dos elementos, teremos o comportamento para o
deslocamento radial e axial mostrados nas figuras a seguir. Ambas relacionam o deslocamento com a
coordenada axia paradiferentes quantidades de elementos (16, 32, 64 e 128 elementos), cada um pode
ter seu comportamento distinguido por uma cor:
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Figura: Deslocamento axial eradial na coordenada longitudinal

Podemos perceber que para o deslocamento axial, a diferenca ndo é significativa, umavez que
estamos aproximando uma curva de comportamento linear através de uma de terceiro grau. Japarao
deslocamento radial, principa mente quanto temos poucos elementos, ndo podemos garantir uma
aproximacado consideravel. Desse modo, fazendo a redistribuicéo dos elementos de modo a acumular
um maior nimero antes de 2 m e depois de 18 m (em cadaum deles 5, 10 e 20 elementos para 16, 32 e
64, respectivamente, e o restante dos elementos entre 2 e 18 m), ja que estas regides sofrem as maiores
variacoes. A distribuicéo serafeitapara 16, 32 e 64 elementos e estes serdo comparados paraa malha
de 128 elementos homogeneamente distribuidos. Observamos o comportamento observa do nacurvaa
seguir para o deslocamento radial observado:
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Figura: Deslocamento radial na coor denada longitudinal

Agora, com apenas a utilizacdo de 16 elementos, foi possivel reproduzir com bastante
confiabilidade o resultado para 32 elementos homogéneos. Analogamente, para 32 elementos, temos
praticamente a superposi¢cdo com a resposta para 128.

Agora, 0 carregamento sera efetuado radialmente em um cilindro engastado, com a mesma
geometria anterior. Ou seja, a simulagdo serd a da seguinte estrutura, definindo q = 10* Pa:
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Primeiramente, foi feita a simulagéo com quatro malhas com quantidades de elementos
diferentes e homogeneamente distribuidos ao longo do eixo. Desse modo, podemos obter as figuras a
seguir, que representam os deslocamentos axial (u) e radial (w) paracilindros com 16, 32, 64 e 128
elementos:
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Figura: Deslocamento axial eradial em funcéo da coordenada longitudinal.

Podemos verificar uma resposta semel hante a observada anteriormente. O comportamento para
16 elementos € discrepante em relacdo aos com mais el ementos, cujo erro diminui. Desse modo, agora
serd efetuada uma distribuicéo dos elementos na malha, de modo que sejam focados os lugares em que
existam maiores variages. Sera, entdo construida uma malhado tipo (ax b x ¢), ou sgja, ‘a elementos
até 2 metros, ‘b’ entre 2 e 18 metrose ‘c’ de 18 a 20 m. Entéo:

NUmer o de elementos Distribuicdo
16 (5x6x5)
32 (10x 12 x 10)
64 (20 x 24 x 20)
128 (40 x 48 x 40)

Defato, asfiguras a seguir relacionam o deslocamento com a coordenada axial para os
cilindros com malha diferenciada, desse modo:
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Figura: Deslocamento axial eradial para malhareestruturada

A resposta encontrada para este caso € a buscada pois podemos ver que foi possivel reproduzir
praticamente o mesmo resultado de 128 elementos utilizando apenas 16 elementos. Todas as curvas
estdo sobrepostas, indicando que a convergéncia da resposta pode ser considerada saturada e a
utilizagdo de um niimero muito grande de el ementos tornou-se desnecesséria.

Por ultimo, o caso que seratratado agora envolveratodos os tipos de carregamento. Sera
considerada a pressao interna, carregamento axial e radial, desse modo a resposta sera a superposi ¢ao
destas trés. Assim, podemos montar:

f
p4

v
v

pz’

paAAAddidddisddddd

o

Ainda com mesma geometria e material utilizado até o momento, a magnitude dos
carregamentos seréo determinados como: pi = f = g = 10kPa. Deste modo, atabela a seguir apresenta
0s valores maximos encontrados para cada variavel. Ainda, o valor analitico para o deslocamento
radial pode ser calculado:

W =Wp + Wi +wg=210°+1,1497.10° + (-3.10°) = 3,1197.10°m.
A tensdo maxima é observada na extremidade e corresponde a 10 kPa para o cisalhamento
(devido ao carregamento @), a 10 kPa para esforco axia (devido ao carregamento f) e o circunferencial

pode ser calculado como a soma das contribui¢des do carregamento axia e da presséo interna:

Sc = St+ Sp= 1,1468.10° + 2.10° = 3,1498.10° Pa.
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Podemos montar o0 seguinte, onde o erro € calculado em relacdo ao resultado analitico

encontrado:
Nimerode | w(10°m) | Erro (%) | sc(10° Pa) | Erro (%)
Elementos
32 3.0800 1,27 3,1029 1,48
64 3,0916 0,90 3,1141 1,10
128 3,0922 0,88 3,1391 0,34

Agora, considerando o rearranjo da malha para 32 elementos, considerando 10 elementos entr O
e 2 eentre 18 e 20, podemos definir a seguinte tabela:

NUmero de w (10°m) | Erro (%) | s¢(10° Pa) | Erro (%)
Elementos
32 (10x 12 x 10) 3,0921 0,88 3,1155 1,10

Ja é possivel perceber praticamente a mesma resposta, salvo o fato de que as tensdes precisam
de ais iteragdes para convergir. Se fizermos 0 mesmo tipo de distribuicdo para 128 el ementos, temos:

NUmero de w(10°m) | Erro | sc(10°Pa) | Erro
Elementos (%) (%)
128 (40 x 44 x 40) 3,0919 0,90 3,1046 0,73

Desse modo podemos ver que a resposta ja saturou. O método busca uma aproximagao pré-
definida para arespostarea do problema, que so seria a cancada considerando um nimero infinito de
elementos.

Apéndices
A- Elementos da matriz de compatibilidade geométrica B:
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B- Lista dos principais simbolos utilizados
B: Matriz de deformac&o-deslocamento
C: Matriz constitutiva
E: Modulo de elasticidade
H: Matriz funcéo de interpolacéo
J. Matriz Jacobiana de transformagéo
K: Matriz rigidez
R e R,: Raios de curvatura principais
r, er, : raios externo e interno, respectivamente

h: espessura do cilindro

U: deslocamento na direcédo axial

W: deslocamento na direcéo radial

q e f: magnitudes das for¢as nodais por unidade de &rea

ds: comprimento infinitessimal entre os pontos P e P' na superficie média

h : polindmio de Lagrange associado ao nd i do elemento.

X, Y, Z: coordenadas cartesianas

X, V, @ : coordenadas locais para cada elemento [-1, +1]
a : parametro de penalidade

e : tensor deformagéo

S : tensor tenséo

n : coeficiente de Poisson
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Conclusdes

A fécil adaptacdo da malha para umamaior concentracéo de elementos nas regides de grande
variacado dos deslocamentos e tensdes, evidencia a aplicabilidade do programa na model agem e analise
geral de vasos de pressao, reduzindo o esforco computacional necessario para o estudo numérico. Isto
pode ser observado na grande versatilidade da construcéo da malha, sendo possivel concentrar mais
elementos em uma determinada regido do modelo, onde uma maior variacdo esta presente, garantindo-
se desta forma uma aproximacao t&o boa quanto agquela obtida para uma mesma simulagdo, com um
nimero maior de elementos.

Os resultados das analises numéricas consideradas permitem verificar-se a consisténcia entre as
solugdes obtidas e as similares analiticas, disponiveis na literatura. Nos casos mais complexos de
solucdo, a avaliacdo é realizada comparando-se com as solucdes obtidas com outros modelos
numeéricos como, por exemplo, com aquelas fornecidas por programas comerciais. Uma vez que as
solucBes analiticas ndo tém a mesma versatilidade de generalizacdo que as simulagdes realizadas
através de model os de elementos finitos, o ferramental numérico desenvolvido neste trabalho permite
estudar o comportamento estrutural em que as hipéteses simplificadoras analiticas ndo se aplicam
exatamente.
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